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Introduction

Programme linéaire

Programme linéaire

Maximiser c-ly
s.C. A-ty < b
y

n : nb variables
m : nb contraintes
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Introduction

Programme dual

Programme primal (PP)

Minimiser c-ty
s.C. A-ty > b
y € (Rf)"

Programme dual (DP)

Maximiser b-tz
s.C. ALtz < ¢
z € (RTH)™

Remarque : (PP) est le dual de son dual.
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Introduction

Théoréme de Dualité forte

Soit y° et z° deux solutions optimale de (PP) et (DP) alors
C- tyo —b- tZo

Solutions duales Solutions primales
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Introduction

Programmation linéaire en nombres entiers

Le probleme (PLNE) qui consiste, connaissant un programme
linéaire en nombre entier, 3 en extraire une solution optimale, est
dans (NPO) et est NP-Difficile.

Théoréme
Si M € NPO et lNp est NP-Complet, alors M¢ <7 Mp.

Corollaire
Si M € NPO et MNMp est NP-Complet, alors M¢ <1 (PLNE).
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Introduction

Programme linéaire relaché

Programme linéaire en nombre entiers (PPNE)

Minimiser c-ty
s.C. Aty > b
y € N’
v
Programme relaché (RP)
Minimiser c-ty
s.C. Aty > b
y € ([®)

vieZ—yi €R
yi € ACZ — yj € [min(A), max(A)]
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Introduction

Programme linéaire relaché

Programme linéaire dual en nombre entiers (DPNE)

Maximiser b-tz
s.C. EA G

N
m IA
o)

Nm

Maximiser b-tz
s.C. tA.tz; < ¢
z € (RT)m
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Introduction

Théoréme

Soit y°, y*, z° et z* des solutions optimales de (RP), (PPNE),
(DP) et (DPNE) alors ¢ - fy* < c-'y°=b-'z° < b-'z*

Solutions duales Solutions primales
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Arrondi

Notation

Dans la suite, on considére un probléme de minimisation Il
modélisable par un (PLNE). Connaissant une instance x de 1, on
définit y* une solution optimale de x de poids M*(x) et y° une
solution optimale du programme relaché de poids M°(x).
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Arrondi

Borne inférieure d'une solution optimale

M°(x) est une borne inférieure de M*(x).

Solutions réalisables

Dimitri Watel CAP Chap 03 Proglin



Arrondi

Notion d'arrondi

Algorithme d'arrondi

o Calculer y°

@ Trouver une solution y réalisable "proche" de y* en
arrondissant y°.

Solutions réalisables
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Arrondi

Rapport intégral

Rapport intégral r;
On nomme rapport intégral ou saut intégral ou integral gap le
rapport r; = sup AA:ltogg

X

€

Rapport d'arrondi ry

Soit un algorithme d'arrondi A, on nomme rapport d’arrondi le
_ M(x,A(x))

rapport rp = sup W.

X

\

0 y y y 400
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Arrondi

Lien entre les rapports

Théoreme
ri <rgy.
Rapport d'approximation
r<rgy
0 y° y* oy +00
ri : :
L
D
ra | |

Solutions réalisables
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Arrondi

Mise au point

Attention !
@ r; dépend du programme linéaire utilisé pour modéliser I
@ ry et r dépendent aussi de ce programme linéaire

@ ry et r dépendent de I'algorithme d'arrondi utilisé
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Arrondi

Limitations

Empiriquement, pour tout algorithme d'arrondi utilisant un
programme linéaire de rapport r;, on vérifie r; < r. J
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Arrondi

Exemples d'arrondi : couverture par ensemble

Instance de set cover : (X,S € P(P(X)))

Programme linéaire en nombre entiers pour Set Cover (PP1)

Minimiser > w(s) - ys
seS
s.C. ys > 1 Vee X

s.e€s

ys € {0,1} Vse S

Programme relaché (RP1)

Minimiser > w(s) - ys
seS
S.C. Sys > 1 Ve € X
s.e€s

ys € [0,1] Vse S
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Arrondi

Exemples d'arrondi : couverture par ensemble

Algorithme d'arrondi
o f < maxeex(|{s € S\e € s}|)

@ Trouver y°, une solution optimale de (RP1)
oVsGS,siysOZ%
0 Vs < 1

Rapport d'approximation : f

Dimitri Watel CAP Chap 03 Proglin



Arrondi

Exemples d'arrondi probabiliste : max-SAT

@ Des variables booléennes x1, x2, ..., Xp
@ Des clauses disjonctives Ci, Gy, ..., Cp, sur les variables
X1, X2, -+ 5 Xn

@ Des poids sur les clauses w(G;)

Une affectation de x1, x5 ... x, telle que la somme des poids des
clauses vraies est maximum.
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Arrondi

Exemples d'arrondi probabiliste

- max-SAT

Programme linéaire en nombre entiers pour max-SAT (PP2)

Maximiser w(G)z
i=1
s.C. > v+ 1-y) > =z Vi e [1; m]
XjGC,' )?J'EC,'
zi € {0,1} Vie[l;,m]
yi € {0,1} Vje[l;n]
Programme linéaire relaché (RP2)
Maximiser Z w(GC)z;
s.C. >yt Z(l—yj) >z Vi e [1; m]
x;€C; 5€C
zi € 10,1 Viel[l;m]
yi € [0,1] Vje[1;n]

v
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Arrondi

Exemples d'arrondi probabiliste : max-SAT

Algorithme d'arrondi

@ Trouver y°, z°, une solution optimale de (RP2)
e Vj € [1;n],
° y; < true avec une probabilité y? sinon false

1

Rapport d'approximation (probabiliste) : 1 — ()

Remarque : cet arrondi peut étre déterminisé.
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Technique de dual fitting

Notation

Dans la suite, on considére un probléme de minimisation 1
modélisable par un (PLNE). Connaissant une instance x de [1, on
définit y* une solution optimale de x de poids M*(x).
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Technique de dual fitting

Principe

Trouver une solution réalisable primale y, une solution réalisable z
du dual relaché telle que c -ty < r-b-tz.

o *

0 z y y Y r-z +o0

Solutions duales relachées Solutions primales
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Technique de dual fitting

Exemples de dual fitting : couverture par ensemble

Instance de set cover : (X,S € P(P(X)))

Programme linéaire en nombre entiers pour Set Cover (PP1)

Minimiser > w(s) - ys
seS
s.C. ys > 1 Vee X

s.e€s

ys € {0,1} Vse S

Programme dual relaché (DP1)

Maximiser > ze
ecX
s.C. Yoze < w(s) Vse S
ecs
zZe > 0 Vee X
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Technique de dual fitting

Exemples de dual fitting : couverture par ensemble

Algorithme de Johnson (1974), Lovasz (1975) et Chvatal (1979)

@ Tant que des éléments X’ de X sont non couverts, sélectionner
I'ensemble s minimisant p(X’,s) = w(s)/|X' N s|.

Analyse Dual fitting

@ Quand e est couvert par s avec X’ non couvert, posons
ze = p(X', s)
= = 1,1 1
® Posons r=H,=(1+5+35+ -+ %)

n

Rapport d'approximation : H,.
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Schémas prima-dual

Ecarts complémentaires

Conditions d'écarts complémentaires primales et duales

Soit y et z des solutions réalisables primales et duales. y et z sont

optimales si et seulement si
m
@ Pour tout i < n, y; =0o0u Y ajzj = ¢
Jj=1

n
@ Pour tout j < m, zi=0ou ) ajiy; = bj
i=1
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Schémas prima-dual

Notation

Dans la suite, on considére un probléme de minimisation 1
modélisable par un (PLNE). Connaissant une instance x de [1, on
définit y* une solution optimale de x de poids M*(x).
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Schémas prima-dual

Ecarts complémentaires relachés

Conditions d'écarts complémentaires primales et duales relachées
Soient o > 1 et 5 > 1. Soit y et z des solutions réalisables primales
et duales. Ces deux solutions vérifient les conditions relachées si

m
@ Pourtouti<n, y;=00u g <3 az <¢
=1

n
@ Pour tout j <m, zz=0ou b; < ) ajiyi < bj-
i=1
alors dans ce cas

c-'y<a-B-b-z
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Schémas prima-dual

Solutions duales relachées Solutions primales
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Schémas prima-dual

Exemples de schémas primadual : couverture par ensemble

Instance de set cover : (X,S € P(P(X)))

Programme linéaire en nombre entiers pour Set Cover (PP1)

Minimiser > w(s) - ys
seS
s.C. ys > 1 Vee X

s.e€s

ys € {0,1} Vse S

Programme dual relaché (DP1)

Maximiser > ze
ecX
s.C. Yoze < w(s) Vse S
ecs
zZe > 0 Vee X
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Schémas prima-dual

Exemples de schémas primadual : couverture par ensemble

e z+0
@ Tant qu'il existe un élément e non couverts

o Augmenter z, jusqu'a ce qu'il existe s tel que > z. = w(s)
ecs
o Sélectionner tous les ensembles s tels que Y z. = w(s)
ecs

Analyse schémas primadual
Posonsa=1et S =f

Rapport d'approximation : f.
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Schémas prima-dual

Exemples de schémas primadual : multiflot, multicoupe dans

un arbre

Probléme de multicoupe minimum : Entrées
@ Unarbre T = (V,E)
@ k couples de nceuds (s, t1), (s2, t2), - - -, (Sk, tk)
@ des capacités c: E — RT

Un sous-ensemble d'arétes de E séparant chaque s; de t; et de
capacité minimum.
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Schémas prima-dual

Exemples de schémas primadual : multiflot, multicoupe

pi : chainede s; a tjdans T

Programme linéaire en nombre entiers pour Set Cover (PP1)

Minimiser > c(e) - de
ec&
s.C. Sde > 1 Vi e [1; k]
ecp;
d € {0,1} Veec E
Programme dual relaché (DP1)
k
Maximiser Z i
s.C. f < c(e) Vee E
i:e€pj
o> 0 Vi € [1; k]
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Schémas prima-dual

Exemples de schémas primadual : multiflot, multicoupe

Algorithme de Garg, Vazirani, Yannakakis (1997)

@ Orienter T depuis une racine arbitraire
f<0,D<+ 0

o
@ Pour chaque nceud v, par ordre de profondeur inverse
o

o Pour chaque (s;, t;) avec v le plus proche ancétre commun de
siett;
o Augmenter f; jusqu'a saturer un arc.

o Ajouter D tous les arcs saturés

Pour chaque aréte e de D, dans |'ordre inverse d'ajout dans D
o Si D\{e} est une coupe séparant s; de t;, D < D\{e}

Renvoyer D
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Schémas prima-dual

Exemples de schémas primadual : multiflot, multicoupe

Analyse schémas primadual
Posonsa=1et =2

Rapport d'approximation : 2.

Dimitri Watel CAP Chap 03 Proglin



	Introduction
	Arrondi
	Technique de dual fitting
	Schémas prima-dual

