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Objectif du cours

Le probleme (SAT 7)

Soit ¢ une formule booléenne sous forme normale conjonctive et
(x1, X2 , ..., Xp) ses variables. Existe-il une maniére d'affecter VRAI
ou FAUX aux variables de sorte que ¢ soit vrai?

Théoréme de Cook-Levin
(SAT ?) est NP-Complet.
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Appartenance a NP

(SAT?) € NP

Car il existe une machine de Turing non déterministe résolvant
(SAT ?) en temps polynomial.
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NP-Difficulté

(SAT ?) est NP-Difficile.

Pour le démontrer, montrons que, pour tout probléme I € NP,
N < (SAT?).
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

Soit N € NP, il existe un polynome p et une machine de Turing M
non déterministe résolvant I1 avec une complexité O(p(n)).
Simulons M avec une formule booléenne ¢ de taille polynomiale de
sorte que M s'arréte sur un état acceptant si et seulement si ¢ est
satisfiable.
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

Ti sk @ vrai ssi le symbole s est sur la case i a I'étape k.
Hi i : vrai ssi la téte est sur la case i a I'étape k.

—T_100= T-110="T_1Bo=T

T 000="T 010="T oBo=T
=T 110= T 1Bo=T
=T 200= T 210="T 20go=T

-T 100
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

Ti sk @ vrai ssi le symbole s est sur la case i a I'étape k.
Hi i : vrai ssi la téte est sur la case i a I'étape k.

—T_100= T-110="T_1Bo=T —-H_10= Hoo=T
T 000="T 010="T oBo=T —-Hi10=-H0=T

=T 110= T 1Bo=T

=T 200= T 210="T 20go=T

-T 100
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

Ti sk @ vrai ssi le symbole s est sur la case i a I'étape k.
Hi i : vrai ssi la téte est sur la case i a I'étape k.

—T_101= T-111=—-T_1pg1=T —-H11=—-Hoo1=T
T oo1="To11="Tog1=T Hi1=-H21=T

=T 111= T 1B1=T

=T 201= T o11="T op1=T

=T 101
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

Ti sk @ vrai ssi le symbole s est sur la case i a I'étape k.
Hi i : vrai ssi la téte est sur la case i a I'étape k.

—T_100= T_112="T_1Bgop=T —H_1p0=-H g2=T
T 002="T o012="T oB2=T Hip2=-H =T
=T 1120= T 1B2=T
2T 202= T 212="T 2B2=T

-T 102
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

Ti sk @ vrai ssi le symbole s est sur la case i a I'étape k.
Hi i : vrai ssi la téte est sur la case i a I'étape k.

—T_103= T-113=-T_1g3=T —-H_13= Ho3=T
T 003="T 013=—"T og3=T —-H 13=—-H 23=T
=T 113= T 1B3=T
a7 203= T 213="T 283=T

-T 103
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

Ti sk @ vrai ssi le symbole s est sur la case i a I'étape k.
Hi i : vrai ssi la téte est sur la case i a I'étape k.

T _104= T-114="T_1pga=T —-H_14= Hos=T
T 00a= T o14a="T oga=T —-Hi1a=-H2=T
T 114= T 1B4a=T

T 104
=T 204= T 214=7T 2pa=T
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

Ti sk @ vrai ssi le symbole s est sur la case i a I'étape k.
Hi i : vrai ssi la téte est sur la case i a I'étape k.

—T_105= T-115=—-T_1gs=T —-H_o15= Hos=T
=T oo5="T o015= Tops=T —-Hi15=-Hs=T
=T 115= T 1B5=T
=T 205= T o215=-T ops=T

-T 105
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

1/0/B, 0 1|0/B, 0

Rq k : vrai ssi le registre d’état pointe sur I'état q a |'étape k.

Rao="Rbo="Rco="Rgo=T
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

1/0/B, 0 1|0/B, 0

Rq k : vrai ssi le registre d’état pointe sur I'état q a |'étape k.

“Ra1= Rpi=-Rc1=-Rg1=T
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Simuler une machine de Turing avec (SAT ?)

1/0/B, 0 1|0/B, 0

Rq k : vrai ssi le registre d’état pointe sur I'état q a |'étape k.

“Rap2="Rpop="Rco= Rgo=T
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Petite idée

Si la machine calcule durant p(n) operations, elle utilise au plus
p(n) cases de la bande.

o Tisk:i€l-p(n),p(n)s €% =1{0,1,B},k € [0, p(n)]
o Hik: i€ [—p(n). p(m], k € [0, p(n)]
® Ryx:qe V, kel0,p(n)
Le nombre de variables est polynomial par rapport a la n. (La taille
de V ne dépend que de I, pas de n.)
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Clauses : Exclusion des variables

P = Pexcl N\

Pexcl =

p(n) p(n)
/\ /\ /\ /\ Tisk="Tis

i=—p(n) s€x s’ex k=0
s#s’

p(n)
A /\ /\ /\ Rq,k = ﬁRq/,k

geV g'cV k=0
q#q

p(n)  p(n) p(n)

A /\ /\ /\H,k:>—|H/k

i=—p(n) i'=—p(n) k=0
i’
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Clauses : Initialisation des variables

P = Pexcl N\ Pinit N\ -+

Si I'entrée est x, avec |x| = n et x; le i + 1° symbole de x si
i € [0,n— 1] et O sinon. Si I'état initial est q.

PLinit =
p(n)
/\ Tin.0
i=—p(n
/\Rq’o
AHo,0
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Clauses : S'arréter sur un état acceptant

© = Pexcl N\ Pinit N\ Paccept N+ +

Fy : Ensemble des états acceptants

p(n)

Paccept = \/ \/ R, N

geFy i=0
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Clauses : Seule |a case pointée par la téte peut changer

© = Pexcl N Pinit \ Paccept )\ Ptape N -+ -

p(n)—

Ptape = /\ /\ /\ Tlsk/\_‘H/k:> Tlsk+1
i=—p(n) s€X k=0
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Clauses : transitions

© = Pexcl N\ Pinit \ Paccept /\ Ptape \ Ptrans

r(qg,q’) : symbole de lecture de (q, q’).

p(n) (n)

Drans = A ANNA

i=—p(n) s€X qeV k=0

T

Rak NHik NTisk =\ qqiks A Ry kit
(q,9')€A
r(q,q")=s

©q.q'.i.k,s dépend de I'actin de (q,q’).
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Clauses : transition d'écriture

Si I'action de (g, q') est d'écrire s’ sur la case en cours.

Ca,q.iks = Tis k+1 N Hi g1
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Clauses : transition de déplacement

Si I'action de (g, ¢') est de déplacer la téte

vers la droite Cq.q',ik;s = lisk+1 N H,'+17k+1

vers la gauche :0q ¢ i ks = Tis k1 A Hio1 kst
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Clauses : transition sans effet

Si I'action de (g, q’) est de ne rien faire.

Ca.q.iks = Tisk+1 N Hikg1
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