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Réduction polynomiale et complétude

Idée de base

Une manière de résoudre un problème Π1 est de le transformer en
un autre Π2 qu’on sait résoudre.

Si la transformation est rapide et que le problème Π2 peut être
résolu rapidement, alors Π1 peut être résolu rapidement.

Si la transformation est rapide et que le problème Π1 ne peut être
résolu rapidement, alors Π2 ne peut être résolu rapidement.
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Réduction polynomiale de Karp

Définition (informelle)

Soit deux problèmes de décision Π1 et Π2, une réduction
polynomiale de Π1 vers Π2 transforme en temps polynomial toute
instance positive (resp. negative) de Π1 en une instance positive
(resp. negative) de Π2.

Si Π1 se réduit à Π2, alors on dit que Π2 est plus difficile que Π1.
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Réduction polynomiale de Karp

Définition

Soit deux problèmes de décision Π1 et Π2, une réduction
polynomiale de Π1 = (L1
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Y
,L1

N
) vers Π2 = (L2

,L2

Y
,L2

N
) est un

algorithme R tel que

R a une complexité polynomiale

R prend en entrée une instance I de Π1 et renvoie en sortie
une instance J de Π2

I ∈ L1

Y
⇔ J ∈ L2

Y

On note Π1 � Π2.
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Difficulté

Problème C-difficile

Soit C une classe de complexité (NP, EXPTIME, ...) et Π1 un
problème de décision. On dit que Π1 est C-Difficile si, pour tout
problème Π2 de C, Π2 � Π1.
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Complétude

Problème C-complet

Soit C une classe de complexité (NP, EXPTIME, ...) et Π un
problème de décision. On dit que Π est C-Complet si Π ∈ C et s’il
est C-difficile.
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Résultats importants

Démontrer la difficulté

Si Π1 est C-Difficile et si Π1 � Π2 alors Π2 est C-Difficile.

P et NP

Si Π2 ∈ P et Π1 � Π2, alors Π1 ∈ P.

Si Π2 ∈ NP et Π1 � Π2, alors Π1 ∈ NP.

P �= NP ⇔ ∀ problème Π NP-Complet, Π �∈ P .

3-SAT est NP-Complet.
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Réduction polynomiale de Turing

Définition : Réduction polynomiale de Turing

Soient deux problèmes Π1 et Π2, une réduction polynomiale de
Turing de Π1 vers Π2 est un algorithme R tel que

R peut appeler un algorithme R� (imaginaire), appelé oracle,
résolvant Π2 en temps constant ;

R résoud Π1 en temps polynomial.

On note Π1 �T Π2.

Π1 et Π2 ne sont pas nécessairement des problèmes de décision.
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Autres réductions

Réduction exponentielle

Réduction en espace polynomial

Réduction probabiliste

. . .
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3SAT est un sous pb de SAT, donc la transformation de 3SAT en SAT est immédiate. 

(WINS = stable max)

C'est ce qu'il faudrait montrer si on voulait montrer qu'un problème n'appartient pas à P.

Ci dessus vous avez 2 exemples de transformations qui vous montre qu'il est possible, si vous savez résoudre le pb de droite
rapidement, de résoudre le pb de gauche en utilisant cette technique     . Donc on en déduit que le pb de gauche est plus
facile à résoudre que celui de droite puisqu'il suffit de sdavoir résoudre celui de droite pour résoudre celui de gauche.  
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2^X ou P(X) sont 
les parties de X 
(donc les sous-ensembles
de X)

(un arbre est un graphe sans cycle, comme c'est le cas en rouge)

Dit autrement
Soit X un ensemble et S des parties de X, 
de combien d'ensemble de S au minimum on a besoin
pour couvrir X ? 
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un chaîne de n arêtes reliant Ve et Vs

Ce n noeuds font qu'il est très cher 
d'utiliser les arêtes du bas pour relier 
les noeuds de X à la racine et qu'on
va donc préférer utiliser les arêtes du
haut qui sont moins cher.

Dans tous les cas, pour relier r à X, il
faudra utiliser |X| chaînes de taille n
(une par noeud de X). L'idée est qu'on
ne veut pas en utiliser plus.

Donc pour relier r à X, il faut |X| * n arêtes + 1 arête pour chaque noeud de S relié à r. 
Donc on veut minimiser le nombre de noeuds de S reliés à r.
Or chaque noeud de S est en fait à l a base un ensemble de l'instance de Set Cover, donc on veut utiliser le moins d'ensemble
de Set Cover possible pour relier r à X. 
Or relier r à X signifie qu'on utilise des ensembles dont l'union est X ; donc c'est une solution de Set Cover.
Donc trouver la solution qui utilise le moins de noeuds de S est une solution de Set Cover qui utilise le moins d'ensembles possibles.
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Rappel : ces ensembles sont infinis.
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(cf définition d'une réduction polynomiale de Karp)
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