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Problème d’optimisation

On veut résoudre

min f (x) x ∈ Rn

s.c. gi (x) ≤ 0 ∀ 1 ≤ i ≤ m

hj(x) = 0 ∀ 1 ≤ j ≤ p

On pose

S = {x |gi (x) ≤ 0 ∀ 1 ≤ i ≤ m; hj(x) = 0 ∀ 1 ≤ j ≤ p}

On veut donc résoudre
min
x∈S

f (x)
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Pénalités et barrière

On veut
min
x∈S

f (x) et x∗ = argmin
x∈S

f (x)

Pénalités Barrière

Soit P : Rn → R
P continue
P(x) ≥ 0
P(x) = 0 ⇔ x ∈ S

Résoudre
lim

µ→+∞
min
x∈Rn

f (x) + µP(x)

Soit B : S̊ → R
B continue
B(x) ≥ 0
B(x) → +∞ ⇔ x
s’approche de Fr(S).

Résoudre lim
µ→0

min
x∈S̊

f (x) + µB(x)

Contrainte : S̊ non vide et tout
voisinage de x∗ ∈ S rencontre S̊
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Exemples de pénalités et de barrières

Pénalité de Courant-Beltrami

P(x) =
m∑
i=1

max(0, gi (x))2 +
p∑

j=1
hj(x)

2

Barrière logarithmique

Si −1 < gi (x) < 0 ssi x ∈ S̊ , B(x) =
m∑
i=1

− log(−gi (x))

Barrière inverse

Si gi (x) < 0 ssi x ∈ S̊ , B(x) =
m∑
i=1

−1
gi (x)
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Exemple, méthode des pénalités

On veut résoudre

min −x2
1 − x2

2 x ∈ R2

s.c. x1 + x2 = C

−x1 +
1
4
≤ 0

−x2 +
1
4
≤ 0

Pénalité :

P(x1, x2) = (x1 + x2 − C )2 +max(
1
4
− x1, 0)2 +max(

1
4
− x2, 0)2
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Exemple, méthode des barrières

On veut résoudre

min x2
1 + x2

2 x ∈ R2

s.c . −x1 − 2x2 ≤ −1

Barrière :
B(x1, x2) = − log(x1 + 2x2 − 1)
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Convergence de la méthode des pénalités
On pose q(x , µ) = f (x) + µP(x). On suppose que f et continue et
admet au moins une solution optimale et que, pour tout µ > 0,
xµ = arg min

x∈Rn
q(x , µ) existe.

Théorème
Soit (µp)p∈N une suite strictement croissante. Si (xµp)p∈N
converge alors elle converge vers une solution optimale.

q(xµp , µp) ≤ q(xµp+1 , µp+1)

P(xµp) ≥ P(xµp+1)

f (xµp) ≤ f (xµp+1)

f (xµp) ≤ q(xµp , µp) ≤ min f (x)

Théorème
Si f est coercive, alors ∃ une sous-suite de (xp)p∈N qui converge.
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Convergence de la méthode des barrières
On pose q(x , µ) = f (x) + µB(x). On suppose que f et continue et
admet au moins une solution optimale et que, pour tout µ > 0,
xµ = argmin

x∈S̊
q(x , µ) existe.

Théorème
Soit (µp)p∈N une suite strictement décroissante vers 0. Si (xµp)p∈N
converge alors elle converge vers une solution optimale.

q(xµp , µp) ≥ q(xµp+1 , µp+1)

B(xµp) ≤ B(xµp+1)

f (xµp) ≥ f (xµp+1)

min f (x) ≤ f (xµp) ≤ q(xµp , µp)

Théorème
Si f est coercive, alors ∃ une sous-suite de (x 1

p
)p∈N qui converge.
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