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Exercice 1 — Un exemple simple.

Soit (P) le probléme suivant :
T+ 229 >1

—Z1 + X2 S 0

: 2 2

min f(x) = x{ + 425 s.c.

zGR?f() 11473 2, >0
xT9 Z 0

1. Représenter graphiquement le probléme.

2. Vérifier que tout z réalisable de (P) (i.e. satisfaisant les contraintes) vérifie la qualification
de l'indépendance linéaire. En déduire que seules la ou les solutions optimales vérifient les
conditions de Karush Kuhn-Tucker.

3. Appliquer lalgorithme a partir de Py = (i) (3 itérations).

4. Vérifier que le point trouvé satisfait les conditions de Karush Khun-Tucker.

» Correction

On réécrit le probléme sous la bonne forme :

—x1— 222 < -1 (1)

. —x14+ 22 <0 (2)
iy f(x) = 23 + 423 s.c. e <0 (3)
—T2 S 0 (4)

1. L’équation d'une ellipse de demi-grand axes a et b centrée en l'origine est 22 /a? +y? /b = 1.
Donc 27 + 423 = R est Péquation dune ellipse telle que :

vR _ 4
ll2
Donc a = 2b = Vv R.

On trace donc des ellipses autours de l'origine de plus en plus petite avec a = 2b jusqu’a
sortir de ’ensemble des solutions réalisables ; le point ot on sort indique la solution optimale.



T s, Opt = (05, 0.25)

-1 -2

. . -1 1

2. La matrice des coefficients est A, = 1 0
0 -1

On peut voir sur le dessin que, sur ’ensemble des solutions réalisables, seules les cas suivants
sont possibles pour I(z), ensemble des inégalités saturées par un point z :

— I(x) =10
— I(z) ={1}
— I(z) ={2}

|
~

8

Il
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— I(z
Dans les 4 premiers cas, (Vg;(z)|i € I(x)) contient 0 ou 1 vecteur, donc il s’agit d’une famille
libre.

Les deux autres cas sont

— (Vgi(z)|i € I(x)) = ((:;) ; <_11)) qui est libre (la matrice associée est carrée et de

déterminant -3, donc inversible).

— (Vgi(2)|i € I(z)) = ((_;> , <01>) qui est libre (la matrice associée est carrée et de

déterminant 1, donc inversible)..

On en déduit donc que tout minimum local (ou global) vérifie (KKT). Or, f est convexe
et les g; sont convexes (car linéaires), donc tout point qui vérifie (KKT) est un minimum
global. Il y a donc équivalence.

3. Partons de Py = G) On a I(z) = {2} et Vf(z) = @)
On calcule la projection sur L = {y| — y1 +y2 =0} :

vind= (-t (et A = (07 02)-(2) = (22)
— ouviayeL@ylzyg;doncd:ﬂ<}> et

(-Vf(x)-d=d*=> -28-88=p4*2=8=-5



-3
d # 6, donc on se déplace le plus loin possible dans la direction indiquée. On note S ’ensemble
réalisable.

On peut vérifier que d € L et que (—=Vf(z)) —d = ( 3 ) 1d,

ay = 151<ax{a\Po +a-de S}

1 -5«
_%135{&| (1 —5a> € S}

-3+ 15a< -1
= max } o 0<0
<o ~1+5a<0

—14+5a<0
15

az = arg min {g(a) = f(F+a-d)}

=arg min {(1 —5a)% +4(1 - 5a)*}

0<a<ai
_ ; _ 2
—argoglglénalﬁ(l S5a)”}
g'(a)=5-(=5)-2(1 —5a) <0
S a<l 1
)

Donc ¢'(«) est négatif sur [0, 4], donc

On se déplace donc vers x = Py + 12—5d = (1;3)

Onal(z)=1{1,2} et Vf(x)= <§g>

On calcule la projection sur L = {y| — y1 + yo = 0; —y1 — 2y = 0} = {0}, donc d = 0. (on
peut aussi recalculer 'opérateur de projection, qui est la matrice nulle).

Donc on exprime —V f(z) sous la forme A\ Vg (z) + A2Vga(x) = Ay (_é) + A2 (11>.

— soit en résolvant le systéme
— soit avec (A, - "A,)71 - A, - (=Vf(z)) qui donne le vecteur \.
_ ~1/3 -1/3 10/9
Lt 1. = =
(A -"Ay) A, (_2/3 1/3 ) donc A (_4/9>
On retire la contrainte (2) de I(z). On calcule la projection sur L = {y| — y; — 2y2 = 0}.

d=(r=tac sty an- v = (5 ) () = ()

On peut encore vérifier que d € L et que (=V f(z)) —d = (_162//55) 1d



d # 6, donc on se déplace le plus loin possible dans la direction indiquée.

oy = r(%l<ax{a|P1 +a-de S}

—max{al (747 1i0e) e 5}

-1< -1
o 12150 <0
0<a —-1/3-8/15a <0
~1/3+4/150: < 0
5
T4

oy =arg min {g(a) = f(P1+a-d)}
=arg min {(1/3+ 8/150)% + 4(1/3 — 4/150)*}
5
16

On se déplace donc vers x = Py + 1575d = (%i)

On a toujours I(z) = {1}.
On calcule la projection sur L = {y| —y; — 2y2 = 0}.

d=(T1—-"A, (As-"A)™1 - A - (=Vf(x) = (_%i _0(.)24> ‘ (:D B <8>

d=20 (puisqu’on est en 2D et que l'opérateur de projection est non nul, ¢a signifie tout
simplement que le gradient est orthogonal au bord ol on se trouve; donc son projeté sur le
bord est nul).

Donc on exprime —V f(z) = (_;> sous la forme A\ Vg1 (z) = M\ (_;>
On a trivialement A\; = 1.

. . . 1/2
Tous les \; sont positifs, donc on s’arréte et on renvoie la solution ( / >

1/4
4 OnaVyf Gﬁ) Vg Gﬁ) — 0t g Gﬁ) )

4
V(@) + 3 AiVagi(z) =0

=1
d t A1 =1et Ao, A3, A4 =0 N () .
one, en posant Ap = 1L et Az, A3, Aq = A2 - g2(z) =0
A3 - g3(x) =
i+ ga(w) 0

Les conditions (KKT) sont bien vérifiées.

Exercice 2 — Awvec des égalités

Soit (P) le probléme suivant :
1 +xe+x3=4 (1)
max f(x) =x1-23 sc. {x1—x2t+x4=1 (2)
z€R?
T1,T2,T3,T4 Z 0
Mémes questions que pour l'exercice 1. Pour I'excution de ’algorithme, on partira du point
1.5
0.5
2 ):
0



» Correction

(1)‘»_ %///////

0 1
1.

On a tracé le gradient sur le dessin. L’optimal est en (2, 2). La fonction n’est pas convexe

mais il n’existe qu’un seul point vérifiant les conditions (KKT).

2. On peut réécrire le probléme ainsi :

T+ To+x3 =4 (1
m%quf( x) = —x1 - Tg S.C. 1 —xo+x4=1 (2)
e
—T1, $2775€3,7I4 <0 (3
1 1 0
1 0 1
. . -1 0 0
La matrice des coefficients est A = 0 0 0
0 —1 O
0

On peut étre dans les cas suivants :

— I(z) = {5,6}

Par exemple, on peut vérifier I'indépendance linéaire dans le dernier cas directement. On a

1 1 0 0

. 1 -1 0 0

alors la famille de vecteurs il lo =1l o
0 1 0 -1

La matrice carrée associée est de déterminant -2, donc inversible, donc la famille est libre.
Et donc les sous-familles sont libres aussi. La qualification sous 'indépendance linéaire est
vérifiée si I(x) C {5,6}.
3. On a ici les grandes lignes de ’algo, la méthode étant la méme que dans I’exo précédent :
1.5
On part du point 2
0



—0.5
—1.5
0
0
On a I(z) = {6}. On projette sur I'espace L = {ylys = 0;y1 + y2 + y3 = 0541 — Y2 + ya =
0} = {ylys = 0;y3 = —2y1;91 = Yo}
1/3
1/3
—2/3
0
d# 0. On se déplace donc dans le sens = 4+ ad. On trouve a; = as = 3
2.5
1.5
0
0

-1.5
—-2.5
0
0

On a I(z) = {5,6}. Il y a 2 inégalités saturées et 2 égalités, donc l’espace sur lequel on

projette est nécessairement {0} (car 1. on projette sur un espace orthogonal & un espace a

4 dimension. Puisqu’on est dans R*, cet espace est de dimension 0, donc il s’agit de {0}. 2.

On a Ag qui est une matrice carrée et inversible. Si on calcule 'opérateur de projection, on

aura la matrice nulle.)

Donc on exprime —V f(z) sous la forme A\sVgs(z) + AsVgs(x) + 1 Vhi(z) + poaVha(z). On

trouve As = 2, A\¢ = —0.5, p1 =2, pz = —0.5. On supprime donc 6 de I(x).

On a I(z) = {5}. On projette maintenant sur L = {ylys = 0;y1 +y2 +y3 = 0541 — Y2 + ya =
-1/6

1/6

0} = {ylys = 0;y2 = —y3; ¥4 = y2/2}. On trouve d = 0
1/3

d # 0. On se déplace donc dans le sens z + ad. On trouve oy = 15, ap = 3

Ona Vf(z)=

On trouve d =

On arrive sur x =

OnaVf(zx)=

On arrive sur & =

= O NN

Ona Vf(x

On projette sur le méme espace que précédemment, I(x) n’a pas changé et vaut toujours {5}.
On trouve d = 0.

Donc on exprime —V f(z) sous la forme A5V gs(x) + 1 Vhi (2) + 2 Vha(x). On trouve As = 2,
p1 =2, pug =0.

Tous les \; (ici seulemement A5) sont positifs. On s’arréte.

4. Le point vérifie bien (KKT) avec A\; = Ay = A¢ = 0 et A5 =2, 3 = 2, o = 0. On ne peut pas
en déduire 'optimalité globale car la fonction n’est pas convexe. Mais on pourrait remarquer
que c’est le seul point réalisable qui vérifie ces conditions. Donc il n’y a pas d’autre maximum
local dans I'espace réalisable. Il est donc optimal.

Exercice 3 — Opérateur de projection.
Connaissant un vecteur g de R™, on souhaite minimiser 7|| g — p||? pour tout vecteur p de R™

vérifiant Ap = 0, sachant que A est une matrice m x n de rang m < n.
Autrement dit, on souhaite trouver le projeté de g sur I'espace {p\Ap = 0}.



1. Ecrire et résoudre les conditions de Kuhn-Tucker pour ce probléme.

2. Retrouver, par ce biais, la formule de l'opérateur de projection sur 'espace L = {p\Ap = 0}.

» Correction

Tous les points vérifient la qualification de I'indépendance linéaire car le rang de la matrice est
m ; les minimums locaux vérifient donc tous KKT et AA est inversible.

1.
(KKT):{—(g—p)thAu =0 (1)
Ap =0 (2)
A-(=(g—p) +"Ap) =0
~Ag+Ap+ATAu=0
A'Ap = Ag
p=(A"A)""Ag

2. On reporte dans (1)
—(9—p)+"AATA) T Ag =0
p=(~"AA"A)TA) g

La fonction est convexe, les égalités sont linéaires, donc (KKT) est suffisant pour prouver
Ioptimalité globale ; p est bien le projeté de g sur L.



Exercice 4 — Probléme non convexe

On considére le probléme suivant :

Soient un rectangle de c6té 10 x 12; on souhaite placer 4 disques, centrés en les 4 sommets
du rectangle dont l'aire est maximum tels que les intérieurs des disques ne s’intersectent pas;
autrement dit, les disques peuvent uniquement se toucher sur leur frontiére.

Par exemple, le dessin suivant indique une solution réalisable maximale :

1. Modéliser ce probléme sous forme d’un probléme de programmation mathématique. On po-
sera v = /244 ~ 15.62.
2. Montrer que, si on applique le gradient projeté en partant du point ol tous les rayons sont

nuls, algorithme s’arréte a la premiére itération.

3. Montrer que, si on applique le gradient projeté en partant du point donné sur la figure (en
supposant que les rayons des 2 cercles du bas sont égaux), l’algorithme s’arréte a la premiére
itération.

4. Montrer que ces solutions ne sont pas optimales.

» Correction

1. On peut écrire le probléme sous la forme suivante, avec 1, x2, x3, x4 les rayons des disques
avec le centre 1 en bas & gauche, le 2 en bas & droite, le 3 en haut & droite et le 4 en haut &
gauche.

xr1 + X9 S 12

T +x3 <7

1+ x4 <10

m%§f(z):x%+x§+x§+xi s.c. zo+ 23 < 10

a o+ x4 <y

T3+ 14 <12

Z1,%2,23,%4 > 0
On peut le réécrire ainsi :
x1+x2 <12 (1)
T +r3<7y (2)
1 +x4 <10 (3)
3{2%@% f(z) = —2? —23 — 2% — 23 sec. xo+23<10 (4)
Ty +x4 <y (5)
x3+ x4 <12 (6)
—x1,—xa,—x3,—x4 < 0 (7),(8),(9),(10)
2. Remarque : Ce point est un maximum local, le gradient est donc nul, donc 'algorithme va
nécessairement s’arréter.




Six =0, alors on a I(z) = {7,8,9,10}. On calcule la projection sur L = {y| — y1 = —y2 =
—ys = —ys = 0} = 0.

Autre méthode, la matrice A, est —I, donc *A, - (As - tAS)*1 - As = I, donc l'opérateur de
projection est la matrice nulle.

Autre méthode, le gradient est nul, sa projection est donc nulle aussi.

10
sous la forme > A\;Vg;(z). On a trivialement A\; = 0 pour
i=7

Donc on exprime —V f(z) =

o O o o

tout ¢, donc on s’arréte.
3. Sur la figure, on peut déduire les rayons du systéme suivant
1tz =12 (1)
x1+x4 =10 (3) avec 1 = x2 et x3 = 24.
ro+x3 =10 (4)

I =6
On a donc T2 =0
rs = 4
X4 = 4
—12
On a donc Vf(z) = :182
-8

11
Onal(z)={1,34et A, =1 0
0 1

_ o O
S = O

0.25 -0.25 0.25 —-0.25
—-0.25 025 —-0.25 0.25
0.25 —-0.25 —-0.25 0.25
—-0.25 0.25 0.25 —0.25

Donc d = (I —"As - (As-"As)™" - Ay) - (=V f(x)) = 0.

1 1 0
Donc on exprime —V f(z) sous la forme > X\ Vg;(z) =\ (1) + A3 8 + A 1
i=1,3,4
0 1 0
Mty =12
On a donc ALt A =12
A =4
A3 =4

On en déduit que \; = 8
Tous les \; sont positifs, donc on s’arréte.
4. Ces deux solutions ne sont pas optimales.

La premiére a pour valeur 0 et la seconde -104.
10

Par exemple, la solution x = a pour valeur -135.59

—10
0

Exercice 5 — Projection et forme standard

Soit les programmes suivants :



T1+ T2 > 2

min f(z) = 22 + 22 s.c. 1 >0
z€R?
) 20
I +[L’2—£L’3:2
Tq 20

; 2 2
min f(x) =x7 + x5 s.c.
min f(z) = 21 + 23 29> 0

1. Montrer qu’ils sont équivalents, dans le sens ou ils ont méme valeur optimale et o toute
solution optimale de I'un peut se déduire d’une solution optimale de 'autre.

2. Représenter graphiquement, sur le méme dessin, ces deux programmes.

3. Montrer que si on applique une itération du gradient projeté sur le premier programme,
depuis le point x = (3,2), la direction suivie est (—6, —4).

4. Montrer que si on applique une itération du gradient projeté sur le second programme, depuis
le point z = (3,2, 3), la direction suivie est (—8/3,—2/3, —10/3) et le point atteint (0.6, 1.4, 0).

5. Comment expliquer que les programmes, bien qu’équivalents, ne suivent pas la méme direction
sur le dessin ?

» Correction

1. Ils sont équivalents puisque, s’il existe (z1,x2) solution réalisable du premier probléme alors
(21, 2, 21+x2—2) est solution du second avec la méme valeur objectif. De méme si (21, 22, x3)
est solution du premier alors z1 + z2 = 2 + x3 > 2 donc (x1,z2) est solution du premier
programme avec la méme valeur objectif.

T2

Siv
I 2

;Z‘l

0

3. Dans le premier programme, au point (3,2), I(z) = (), on projet donc sur R?, donc d =

o —21‘1 _ —6
ENEANE
4. Dans le second programme, au points (3,2, —3) on a I(z) = () mais on a une égalité. Donc

on projette sur espace L = {yly; + y2 — y3 = 0}.
En utilisant I'opérateur de projection on a : Ag = (1 1 —1) ;donc PL =1 —"Ag - (Ag -

2/3  —1/3 1/3 —6 —8/3
fAg)" - As=|-1/3 2/3 1/3| doncd=PL-|—-4]| = —2/3
/3 1/3 2/3 0 ~-10/3

5. Ceci s’explique par le fait que 'opérateur de projection n’est pas équivalent dans les deux
programmes. Dans le second programme, on projette sur un espace légérement différent du

premier. En effet, dans le premier on projette sur L; = {y € R?} = { (3;1) } et dans le second,
2

Y1
sur Ly = {yly1 + y2 —y3 = 0} = Y2
Y1 +y2—2
On peut voir que le premier est, en queque sorte, inclu dans le second ; puisqu’on est libre
de choisir n’importe quelle coordonnée y; et y» dans L,. Mais ’existence non libre de cette
troisiéme coordonnée fait que le point le plus proche du gradient de f dans Lo n’a pas
exactement les mémes 2 premiéres coordonnées, il est un peu dévié.

10



11 existe toutefois des points o le projeté contient bien —V f(x).

o} —a
Il s’agit des points ou x7; = x3. Le gradient est alors de la forme | a | et PL- | —a | =
0 0
—a
-«
—2a

On peut expliquer cette différence autrement. Au lieu de faire le dessin en 2D, il faut le faire
en 3D. On est dans le plan P = {5 = 21 + 22 —2}. Ce plan est un plan penché. Si le gradient
a les deux premiéres coordonnées égales, alors, comme expliqué précédemment, le projeté a
aussi ses deux premiéres coordonnées égales, on suit donc bien la méme direction dans les
deux programmes.

Si, a l'inverse ces coordonnées sont différentes, alors le gradient n’est pas dans le sens de la
descente, et lorsqu’on le projette sur le plan, alors le projeté dévie un peu. Plus on s’éloigne
de la droite x1 = 2, plus le projeté dévie.

4
3 /
v\
N
/A
2 v "4
p
1 —
09 1 2 3 4

11



