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Exercice 1 — Pénalité de Beltram:

On souhaite minimiser f(x) = x; + x5 sous contrainte z? — x5 < 2.
1. Résoudre le probléme avec la méthode des pénalités de Beltrami.

2. Méme question en se ramenant & un probléme d’égalité : minimiser f(x) = 1 + 22 sous
contrainte z3 — g + 73 = 2.

» Correction

1. On pose g(z) = 23 — x5 — 2 et P(x) = g7 (2)? = max(g(z),0)?

minimiser ¢(z, u) = f(x) + p - P(z).
Une solution optimale z,, de ce probléme est un point critique et vérifie

; on cherche, pour tout u a

V(g(zp, 1)) =0
V() + VP () = 0
V() + 2pmax(g(z,),0)Vg(x,) =0
On considére alors 2 cas : g(z,) < 0 et g(z,) >0
Sig(x,) <0,:
Vf(z,) =0

(-

Ce qui est exclus. Considérons 'autre cas, g(z,) > 0
Vf(xu) + 2Mg(xu)v.g(xu) =0
1 2z
(1) + Qu(xil — Tyuo — 2) ( _l{l> =0

1
1+ 2,u(xi1 —Zuo —2)(2z,1) =0 et (xil — Ty —2) = E
1 . 7 1
Tl =——etTyg=—— — —
YT T T gy

Onabieng(m)200arx%—m:2—|—i22. Enfin :

lim =z, = ~1/2
pH——+00 *7/4

Ce point est le seul point critique de la fonction ; de plus la fonction g ne tend pas vers —oo
en l’infini , il est donc solution optimale.

La suite des x,, converge donc elle converge vers une solution optimale de f.



2. On pose h(x) = 22 — 23 + 22 — 2 et P(x) = h(z)?; on cherche, pour tout p & minimiser
q(z, p) = f(z) + p- Pla).
Une solution optimale z,, de ce probléme est un point critique et vérifie

Vig(zy, 1)) =0
Vf(zu) +uVP(z,) =0
Vf(zu) + 2uh(z,)Vh(z,) =0

1 2$N1
| +2u(aly —zpp+als—2) | =1 | =0
0 21‘#3

La 3e égalité implique que z,3 = 0 ou (7, — x,2 + 273 — 2) = 0.

Si (xil — Ty + xi3 —2) =0 alors les 2 premiéres égalités donnent 1 = 0, ce qui est exclu.

Si z,3 = 0 alors on retombe sur

1 2z
<1> + Q;L(acil —Tpuo — 2) ( —P1L1> =0

Et on a donc bien la méme solution qu’a la premiére question.

Exercice 2 — Pénalité des barriére

On souhaite minimiser f(x) = x; 4+ 22 sous contrainte x% — xo9 < 2. Résoudre le probléme avec
la méthode des barriéres.

» Correction

On va utiliser les 2 barriéres : B(z) = ﬁ;) et B(x) = —log(—g(x)).

Posons g(z) = 23 — 29 — 2 et B(x) = ﬁ;). On cherche a minimiser ¢(z, u) = f(z) + uB(z)
sachant que g(z) < 0.

Une solution optimale z,, de ce probléme est un point critique et vérifie

Vi(g(zp, 1)) =0
Vf(zu) +pVB(z,) =0
Vi(x,)+p Vg(x,) =0
( #) g(xu)g ( M)
1 12 21'#1
[ S =0
1)+ (@71 — 2z — 27 ()
La 2e équation implique que m =1, donc
nl w2
_ 1 2 2
Tl = et p= (1 — Tp2 — 2)
-1 7
Ty = - et p = (Tp2 — 1)2

7
x,d:?etxugz—ii\/ﬁ

Et puisque g(z,) < 0, on ne peut avoir z,o = —% —

7
Iu1:7et$u2:—i+\/ﬁ



Ce point est le seul point critique de la fonction; de plus la fonction ¢ est convexe, il est donc

solution optimale.
. _(=1/2
T = (—7/4)

La suite des x,, converge donc elle converge vers une solution optimale de f.

Utilisons maintenant 'autre barriére :

Posons g(z) = 23 — 23 — 2 et B(z) = —log(—g(z)). On cherche a minimiser q(z, 1) = f(z) +
puB(x) sachant que g(z) < 0.

Une solution optimale x,, de ce probléme est un point critique et vérifie

V(g(zu,p) =0
Vf(zu) +pVB(zy,) =0
-1
Vi(zu) —p g9(x,) =0
g 9(zp) g
1 . 12 23:#1 -0
1 (9331 — 2 —2) \ —1
La 2e équation implique que m =1, donc
Ty = _7 et = (=l + zu2 +2)
-1
Tyl - et xyo=——+p

On a bien g(z) = —pu <0

Ce point est le seul point critique de la fonction; de plus la fonction ¢ est convexe, il est donc

solution optimale.
. _(-1/2
tiny = (777)

La suite des x,, converge donc elle converge vers une solution optimale de f.

Exercice 3 — Pénalité et multiplicateurs de Lagrange

Soit un probléme générique, on souhaite minimiser f(x) sur R™ tel que g;(x) < 0 pour tout
i € [1;m] et tel que hj(x) = 0 pour tout j € [1;p]. On applique la méthode des pénalités avec la
Pénalité P de Beltrami. On note ¢(z, u) = f(z) + pP(x) et z = argmin g(x, k).

On suppose que f, les g; et h; sont C'. Soit z* une solution optimale de f, on suppose que
x* vérifie le critére de qualification de I'indépendance linéaire. Enfin, on suppose que la suite xj
converge vers r*.

1. Rappelez les conditions de Kuhn-Tucker pour ce probléme en z*, on notera A; et p; les
coefficients multiplicateurs de Lagrange associés aux fonctions g; et h;.

2. Est-il possible qu'il existe plusieurs A;, p; vérifiant ces conditions ?
3. Ecrire le gradient de g(x, k) en z. A quelle valeur est égal ce gradient ?

4. En déduire que lim 2kg; (z3) = \; et lim 2kh;(z) = u;, si ces limites existent.
k—+o00 k—+o0

» Correction
1. On note I(z) = {i|g:(z) = 0}
Les conditions sont :

p
Il existe A; > 0 et p; € R tels que Vf(z*)+ > XNVgi(z*)+ > p;jVhi(z*) =0.
i€l(x*) i=1



2. Non car la qualification de l'indépendance linéaire est vérifiée. Les vecteurs Vg;(z), pour i tel
que g;(x) = 0 et Vh;(z) sont indépendants ; donc les valeurs des \; et des p; sont uniques.

3. On sait que xy, est solution, il est donc point critique, done Vq(z, k)(z) =0
Le gradient de g(x, k) s’écrit :

Vq(z, k) (zg) = Vf(zg) + kz 29 (21)Vgi(wr) + k22hj($k)th(mk) =0

i=1 j=1

4. Si on passe a la limite, puisque f, g; et h; sont C', et que kmf T = ¥
c—+00

i Vf(a) = V)

lim V() = Voi(e)

i Vhy(a) = Vhy(a")
lim Vq(z,k)(zr) =0

k——+oo

Donc

( lim 2kh;(zr))Vh;(z*) =0

k——+o00

'Mﬁ

+Z i 2kg ! (2))Vai(a") +

~
I
—

Par continuité des g;, on peut remarquer que, pour tout ¢ tel que g;(z*) < 0, a partir d’un
certain rang, g;(z1) < 0 et donc g;" (zx) = 0.

Donc, puisque lim 2kg;" (zx) et lim 2kh;(zy) existent,
k——+oo k

—+oo

k—+o00 k—+o00
i€l (z*)

Vi )+ Y (lim 2k (ax)) Vil +Z lim 2kh;(zx))Vhi(z*) =0
j=1

On déduit la valeur de ces limites par unicité des coefficients de ’égalité de Kuhn Tucker.

Exercice 4 — Barriére interne

On s’intéresse au probléme suivant :

z—-1<0 (1)
I;lellgf() 2? s.c. fxfiﬁ() (2)
-z <0 (3)

1. Représenter ce probléme et une barriére logarithmique associée graphiquement. Est-ce que
ce probléme satisfait les hypothéses nécessaires a 'utilisation des barriéres logarithmique et
inverse 7

2. Quelle que soit la réponse a la question précédente, tenter de résoudre ce probléme en utilisant
la méthode de la barriére avec une barriére logarithmique.

3. On remplace la contrainte —x? < 0 par g;(r) < 0 avec

1 -1

—(x—l—§)2 stz < 5
— 1 1
gs(x) = s.c. (- 5)2 siz> 5

0 sinon
Représenter ce probléme et un barriére associée graphiquement.
4. Peut-on résoudre ce probléme avec la méthode des barriéres 7 Comment pourrait-on contour-
ner ce probléme ?



» Correction

1. Détail, la contrainte (3) est triviale. On peut le voir aisément sur le dessin. g est, comme dans
le cours, la fonction f(z) + pB(z) ot B est une barriére (ici logarithmique).

] o

P B

R [

\\\ w —r—1 -----

—

—+ - > x
AN q(z,0.5) ——
N q(x,0.3) ——
\\\ q(z,0.1) ——
Le probléme ne satisfait pas I'hypothese g3(x) < 0 ssix € 5’, en effet, S = [—1,1] donc
S =] —1,1] et g3(0) = 0. Donc, on ne devrait pas utiliser les barriéres logarithmiques et

inverses (d’aprés le cours).

Cependant, on voit sur le dessin que le minimum des fonction ¢(z, 1) semble tendre vers 0
quand g tend vers 0.

2. Appliquons malgré tout la barriére logarithmique.
Posons B(z) = —log(—z + 1) — log(z + 1) — log(—?). On cherche & minimiser g(x,p) =
f(z) + pB(z) sachant que g(z) < 0.
Une solution optimale x,, de ce probléme est un point critique et vérifie

Vig(zy, 1) =
fl(xu) + NVB,(xu)

0
0

0

) _
x”+u—xu+1 +'uxu—|—1 +u—xu

On multiplie par les dénominateurs, on simplifie et on trouve
a4 (=1 =222 +p=0
on pose X = xi

X*+(-1-2w)X +p=0



On résout le systéme :

1
X=(@utD)EvV42+1)>0

1
x, = :I:\/Q((Qu +1)£4p?+1)
On vérifie bien g1 (x,) <0, g2(x,) < 0 et g3(x,) < 0 pour tout p > 0.

Ces points sont les seuls points critiques de la fonction; de plus la fonction ¢ est convexe,
I'un d’eux est donc solution optimale. En Poccurence il s’agit de \/%((2/1 +1)— 4u?2+1)

lim z,, = 0.
pn—0

Chacune des suites des x, converge donc elle converge vers une solution optimale de f :
z=0.

3. On obtient le dessin suivant

AN q(z,0.5)

o q(,0.3) ——

AN q(z,0.1)

4. Si on applique la méthode, on voit qu’on va tendre vers z = i% au lieu de 0. On pourrait
régler ce probléme en relachant un peu les contraintes :

gi(x)—e<0 (1)

s.c. (g2(z)—e<0 (2)

g3(x) —e<0 (3)

On fait ensuite tendre ¢ vers 0. La méthode a le défaut de possiblement se balader dans

I’ensemble des solutions non réalisables; contrairement a la méthode des barriéres classique.

On veut résoudre min f(z) = 22
rzeR




