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Exercice 1 — File d’attente (6 points)

On considére une file d’attente. Indiquez, dans chacun des cas suivant, ot on décrit le taux de
naissance A, en nombre d’arrivées par seconde et le taux de mort u, en nombre de départs par
seconde s’il existe un régime permanent ou non. Si oui, alors indiquez la valeur de P,, pour tout

—+o0
n > 0. On rappelle queexp(x) = >

n=0

Pl

n!*

1. Ay =3, ftn=5

» Correction
Si A\, et u, sont constants avec A\, < pu,, alors il y a régime permanent. On a alors les
formules du cours : Pp=1—2et P, =(1—2) ()"

5
2. Ap =5, fin =3

» Correction

Si A, et u, sont constants avec A\, > p,, alors il n’y a pas de régime permanent.
3. Ap=(n+1), up, =100

» Correction

1 s s A0AL A
converge. Uri1Ccl ———————
M1 pe2 e fn g 0

—+oo
Iy arégime permanent si et seulement si la série >
1 p2

n=1
! . L. .
1007+ Cette suite ne peut pas converger vers 0 donc la série ne converge pas. Donc il n’y a
pas de régime permanent.

4. Ay =(n+1), g, =n?

“n—+oo

» Correction

Ao A1 Anc o o Ao AL Ans
oLl converge. Or ici 22— =
H1-ph2:fn

—+o0
Il y a régime permanent si et seulement si la série )
K120 n

n=1
! P
1L = L Cette série converge vers exp(1) — 1.
n! n!

“+o0
On a donc Py(1+ Y 2edizdnoiy g
n=1

M1z fn
PO = 1/6
P, =L1/e.
Exercice 2 — File de supermarché

Dans un supermarché, une caisse de super marché traite 5 clients toutes les 10 minutes. Tant
qu’il y a 2 clients ou moins dans la file, il arrive 2 clients toutes les 5 minutes. Sinon il arrive 15
clients toutes les 20 minutes. Enfin §’il y a 9 clients ou moins, une seule caisse est ouverte. Dés
qu’il y en a 10 ou plus, 2 caisses de plus ouvrent.

1. Donnez la représentation graphique de cette file.



» Correction

On normalise les nb de clients par unité de temps : ici on prend comme unité de temps les
tranches de 10 minutes.

On pose u =5, A=4et N =7.5.

A A A N N

2. Donnez, en fonction de n et de Py, (t) pour tout m € N, la valeur de P/ (t).

» Correction

Polt +dt) = Po(t) - (1 — Adt) + Py(t) - pdt + o(dt)
= P)(t) = —APy(t) + uPi(t)

Pour 7 € [1;2],

Pi(t+dt) = P,_1(t) - At + Pi(t) - (1 — (A + p)dt) + Piy1(t) - pdt + o(dt)
= P{(t) = APi—1(t) — (A + 1) Pi(t) + pPisa(t)

Pour i = 3,

Pi(t+dt) =
= Pi(t)

i—1(t) - Adt + Pi(t) - (1 = (N + p)dt) + Piya(t) - pdt + o(dt)
APi—1(t) = (N + p) Pi(t) + pPisa(t)

Pour i € [4; 8],

Pi(t+dt) = Pi_1(t) - Ndt + P;(t) - (1 — (N + p)dt) + Py (t) - pdt + o(dt)
= P{(t) = NPioa(t) = (N + ) Pi(t) + pPiga (1)

Pour i =9,

P(t4dt) = P,_1(t) - Ndt + P;(t) - (1 — (N — p)dt) + Pip1(t) - 3udt 4 o(dt)
= P/(t) = NP1(t) — (N + p) Pi(t) + 3puPiga(t)

Pour ¢ > 10,

Pi(t+dt) = Pi_1(t) - Ndt + P;(t) - (1 = XN — 3p)dt + Piy1(t) - 3udt + o(dt)
= P/(t) = NP1 (t) — (N + 3pu) Pi(t) + 3uPis1(t)

3. Montrer qu’il existe un régime permanent.



» Correction

Il existe un régime permanent car, & partir d’'un certain rang le taux de naissance est stric-
tement inférieur au taux de mort.

4. Donnez la valeur de P, pour tout n en régime permanent.

» Correction

On commence par trouver P; en fonction de P, avec la formule :

p = M A
M2 - oy
: A\
Pour i € [1; 3], P = () Py
W
A\ /v 3
Pour i € [4;9], P = <) () Py
I I
3 /N6 /ysy =9
Pour ¢ > 10 P = <)‘) ()‘> <)‘) P,
% % 3p
Or
“+o0
dp=1
i=0
3 /¢
menY (2)+
i1 VM
9 3 i3
A )\’>
P - {=) +
() G
+00 3 6 i—9
A X) (X)
P — — — =1
Oi;o (ﬂ) (u 3p
Donc

Po(1+1.95+ 15.96 + 5.83) = 1

Py = 0.040
P, = 0.032
Py = 0.025
P =0.020
P, = 0.031
Py = 0.047
Ps = 0.070
P, =0.105
Py = 0.157
Py = 0.236

Py =0.11

Py = 0.059

Piy = 0.029

On obtient le graphique suivant, cohérent avec I'idée qu’on peut se faire des équilibres : étant
donné qu’avec 2 personnes ou moins, il y a plus de personnes qui partent que de personnes



qui n’arrivent, on a tendance a avoir 0 personnes; sinon, étant donné qu’avant 9 personnes,
il y a plus de personnes qui arrivent et apres, il y a plus de personnes qui partent, 9 est aussi
un équilibre.

A

0.37

0.21

0.17

FIGURE 1 —

5. Quel est le nombre moyen de personnes qui attendent dans la file (et donc qui ne passent pas
devant une caisse) ?

» Correction

On calcule

9 “+00
Si-1)-P+ Y (i-3)- P

i=1 1=10

y-nen=n(se-n () ) en (20 () () )

i=1

= Py - (1.66 + 104.98) = 4.31

SO .
OO S () )
N NG NG e — YRS Py

=186.62- (0.16 — 0.15) = 1.866

Donc

9 “+o0
Y (i-1)-Pi+ ) (i—3) P =6.176
i=1 =10

Exercice 3 — Inversion des processus de naissance et de mort

On considére un paradis (celui de la religion pastafariste, par exemple). Une personne qui décéde
arrive au paradis jusqu’a ce qu’il soit réincarné et renaisse sur Terre.



Il meurt en moyenne 2000 personnes par seconde dans le monde. Ces chiffres ne dépend pas du
nombre de personnes présents au paradis.

Deux pirates travaillent au service de la réincarnation : Barbe Noire et Barbe Rousse. Barbe
noire réincarne en moyenne 60000 personnes par minutes et ne travaille que s’il y a 10000 personnes
ou moins au paradis. Barbe rousse réincarne en moyenne 180000 personnes par minutes et ne
travaille que s’il y a 5001 personnes ou plus.

On pose A = 2000, ¢ = 1000, x’ = 3000, A = 5000 et B = 10000.

1. Décrire graphiquement, en fonction de A, u, i/, A et B, le processus de file d’attente associé
aux décés et réincarnations dans le paradis Pastafariste.

» Correction

Attention au fait ici que les taux de naissance et de mort sont respectivement les taux de
morts atteignant le paradis et de réincarnation. En mettant chaque taux a la méme unité, ici
en nombre de personnes par seconde, on obtient pour le taux de réincarnation pu, p + ' et
1’ quand il y a respectivement A, entre A+ 1 et B, et au moins B + 1 personnes dans la file.

A A A A A
I M H A+

pt

2. Pour quelle raison peut-on supposer que, s’il existe un régime permanent, ce régime est
atteint 7

» Correction

On peut raisonnablement supposer que des gens naissent et meurt depuis trés longtemps et
donc que la file a atteint son régime permanent.

3. Montrer que le régime permanent existe.

» Correction

A partir d’un certain rang, le taux de naissance et et le taux de mort de la file sont constants
égaux a A et p/. Puisque A < p/, alors, par théoréme du cours, le régime permanent existe.

4. Soit P, la probabilité qu’il y ait n personnes au paradis. Décrire, en fonction de A, u, p,
A, B, P, et n, la probabilité P,. En utilisant les valeurs numériques, simplifiez ces formules
pour obtenir P, en fonction de A, n et Py.

» Correction

n
Pour tout 1 <n< A, P, = (%) Py =2"P,.

A n—A _A
Pourtout A+1<n<B=2A4,P, = (%) <u+)\u’) Py=24 (%)” Py=2"LP,.
A\ A A\ B-A A n—B A (1A
Powrtout B+1=24+1<nP=(2) (52) (%) R=20(3)"(
2A n
()7 (3)" R
5. Montrer que Py =1/ (2A+1 + ZA).

)’IZ*QA

win

Py =

» Correction



Donc

P

P

P

1

B A 24 oA 1 oo 4124 onn

I+ 2n+ ¥ 245+ ¥ (3)7 (3)
n=1 n=A+1 n=2A+1

B 1

9A+1 _ 1 = 924 1 X (3)24 (2\n
-1+ X w2 (57 (3)
n=A+1 n=2A+1

B 1
A4 24( 1 1 = (324 20
241 14+ 24(5r — )+ X (3) (3)

n=2A+1

_ 1

- — -
R A D SN € €

n=2A-+1

- 1
2441 — 14 (24 — 1) + (3)* 3(2)24+1

_ 1

C24+l 14 (24— 1) +2

B 1

- 2A4+1 4 9A



Exercice 4 — Des files et des courbes On considére une file d’attente avec un taux de

départ u, et un taux d’arrivée \,, qui dépendent du nombre de personnes dans la file. On suppose
que, & partir d’'un certain rang, ces taux deviennent constants égaux a p et A. On suppose que
> A

On a représenté ci-dessous 4 graphiques, avec trois courbes Py(t), Pyi(t) et Pa(t) en fonction
de t. Indiquez, en dessous de chaque graphique, si oui ou non, elles pourraient correspondre & la
probabilité qu’il y ait respectivement 0, 1 et 2 personnes dans la file.

» Correction

On sait qu’il y a un régime permanent car p > A\ donc les courbes doivent se stabiliser a partir
d’un certain moment. Cela élimine les courbes en haut a droite. Les courbes en bas a gauche est
impossible car la somme des probas est supérieure a 1. Pour les deux autres, il n’y a a priori pas
de probléme évident.

Exercice 5 — Flile d’attente en couple

Un coiffeur connu est trés demandé mais ne prend pas de rendez vous. Ainsi il y a toujours une
longue file d’attente devant. On souhaite mesurer cette file. On se rend compte qu’il y a en fait
les gens vont chez ce coiffeur parce qu’il fait des bons de réductions pour les paires de personnes.
Ainsi il faut considérer que les gens arrivent non pas un par un dans la file mais deux par deux.
Par contre ils repartent toujours un par un. On réécrit donc les probabilités d’arrivée et de départ
ainsi :



Pr(X(t+dt) — X(t) =2 |X(t) =n) = Lydt + o(dt)
Pr(X(t+dt) — X(t) = -1 IX() =n>0) = fimdt + o(dlt)
Pr(X(t+dt) — X(t) =0 IX()=n>0) =  (1— Ly — p)dt + o(dt)
Pr(X(t+dt)— X(t) =0 1X(t) = 0) = (1 — Lo)dt + o(dt)
Pr(X(t+dt) — X(t) € {~1,0,2} IX(t) =n) = 0 + o(dt)

On note P, (t) la probabilité qu’il y ait n personnes dans la file a 'instant ¢ et P, cette probabilité
en régime permanent s’il existe.

1. Représentez graphiquement cette file d’attente.

» Correction

Lo L, Lo Ly
GC_GC L G 0. T
K1 H2 M3 22 us

2. Montrer que P/ (t) = Pp—o(t) - Ln—2 — Pp(t) - (L, + pn) + Prg1(t) « ing1 sin > 2.

» Correction

Calculons P, (t + dt). A linstant ¢ 4 dt, il peut y avoir n personnes dans plusieurs cas :
— il y avait n personnes a l'instant ¢, et, avec une probabilité (1 — L,, — uy,)dt + o(dt),
personne n’est parti ou arrivé
— il y avait n — 2 personnes a l'instant ¢, et, avec une probabilité L,,_odt + o(dt), deux
personnes sont arrivées
— il y avait n + 1 personnes a 'instant ¢, et, avec une probabilité u,.1dt + o(dt), une
personne est partie

— il y avait un autre nombre de personnes et, avec une probabilité o(dt), ce nombre est
passé a n.

P,(t+dt) = Py—o(t) - (Lp—2dt + o(dt)) + Pn(t) - (1 — Ly, — pn)dt + o(dt))

“+o0
+ Poga(t) - (pnyrdt +o(dt)) + > Py - o(dt)
P
k#n
k#n+1
Po(t+ dt) — P, (t =
: di L Po_a(t) - Ln—z — Pa(t) - (L + ftn) + Pog1(t) - g1 + Y _ Pr - 0(1)
k=0
Po(t+dt) — Py(t
( di () _ Po—o(t)  Ly—2 — Pu(t) - (Lp + i) + Prga (t) - fingr +o(1)
. Py(t4dt)— P,(t
lim_ 22 ) ® _ Poo(t) L2 — Po(t) - (L + i) + Pog1(t) - fingr
dt—0 dt
Po(t) = Ppz(t)  Ly—2 = Pu(t) - (Ln + ptn) + Ppy1(t) - finta

3. Donner les formules de Pj(t) et Pj(t).



» Correction

Py(t) = =Po(t) - Lo + Pi(t) - 11
Pi(t) = —=Pi(t) - (L1 + p1) + Pa(t) - p2

4. On suppose que le régime permanent existe. Montrer que P; = %Pa et Py = (L1 4 p1) -
Lo P
0-

H1p2

» Correction
On a P/ (t) =0 et P,(t) = P,.

0=—-Fy-Lo+FPri-m

Donc
L
P =2p
M1
Et
0=—Py - (Ly+p1) + P puo
L
0:7(L1+u1)—0P0+P2~u2
M1
Donc
L
Py = (Ly+ ) - oy
12

On pose les notations suivantes pour n > 0 :

NSn)={IC[Lin]Vi<jel,i+1#j}

P(I,n) = HM‘ H L;
iel gl
i<n
Par exemple NS(5) = {0, {1},{2}, {3}, {4}, {5}, {1,3},{1,4},{1,5},{2,4},{2,5},{3,5},{1,3,5}}
et P({1,4},4) = ,U,1L2L3M4.
Remarquef : NS(0) =0, P(#,0) = 1.
5. Montrer que, pour n > 1, > PI,n+1)=pn1 >, P(,n)

IENS(n+1) IeNS(n)
n+lel ngl

Indice : ne pas faire cette preuve par récurrence.

» Correction
Soit un ensemble I € NS(n + 1) tel que n+1 € I. Soit J = I\(n 4+ 1) alors J € {J C
[L;n]|Vi<j€Ji+1l+#j} = NS(n). Et par définition de NS(n+1), n & I.
Inversement si J € NS(n) tel que n & J alors JU{n + 1} € NS(n + 1) puisque, pour tout

je€dJ,j<ndoncj+1%n+1. Donc lensemble des I de NS(n + 1) contenant n + 1 est
égal a I'ensemble des J de NS(n) ne contenant pas n auquel on a ajouté n + 1.

> PI,n+1)= > PIU{n+1}n+1)=pp1 Y. P(,n).

TENS(n+1) IENS(n) TENS(n)
n+1lel n&Il n¢l
6. Montrer que, pour n > 1, > P(I,n+1)=Lpt1- >, P,n)
IENS(n+1) IeNS(n)
n+1¢I

Indice : ici non plus.



» Correction

Soit I € NS(n+1)telquen+1 & I. AlorsT € {I C [l;n+1]jn+1 &€ T et Vi <j € I,i+1 # j}.
Donc I € {I C [;n]|Vi < jel,i+1#j}. Donc I € NS(n). Inversement, si I € NS(n)
alors par définition il ne contient pas n + 1.

> PIn+1) > PIn+1)

IENS(n+1) IeENS(n)

n+1¢1
= L1 - Z P(I,n)
IENS(n)

7. Montrer que, pourn > 1, > P(I,n4+1)=Ly11- Y, P, n)+pne1- ., P,n)
TENS(n+1) TIENS(n) IENS(n)
n&l

Indice : toujours pas.

» Correction

Soit un ensemble I € NS(n+1), alorsn+1€loun+1¢1.

Donc > PI,n+1)= > PI,n+1)+ > PIn+1).
IeNS(n+1) IENS(n+1) IENS(n+1)
n+lel n+1&1
Le résultat se déduit immédiatement des deux questions précédentes.
8. Montrer que, pour n > 1, P, = > P(I,n—1)- Lo p
IENS(n—1) IT ni

=1
Indice : utiliser les trois questions précédentes et, oui, cette fois vous pouvez utiliser une
preuve par récurrence

» Correction

Pourn=1,ona P, = %PO = P(@,O)%Po = 3 P(I1,0) P,

IeNS(0) _l;[lm
Pour n =2,0ona Py = (L + p1) - MfzzPo = (L1 + 1) - nLUH.PO. Aussi, NS(1) = {0, {1}} et
=1
P(0,1) = Ly ett P({1},1) = p1. Donc on a bien (L1 +p1) = >, P(I,1).
IENS(1)
Lo

Pour n = 3, on prouve de méme que (LaLi + Lopy + polq) - Py. (Le dire pour n =3

Hip2pes
est nécessaire car la récurrence va aller jusqu’a 3 crans en arriére).

Supposons la propriété vraie pour tout k < n et vérifions 1a pour n + 1. On sait que 0 =
Pn—2 ' Ln—2 - Pn ' (Ln + /f"n) + Pn+1 * Hn41- Donc :

1

Hn+1

PnJrl - (Pn . (Ln + Nn) + Pn72 . Ln72)

Par hypothése de récurrence

L L 1
Popr=|(Intm) Y, PUn-1)"Po+Lys ». PIn-3)-—1-F
IeNS(n—1) H i IeENS(n—3) H i Hnt1
i=1 i=1
Lo Py
PTL+1 = (Ln +:u“n) : Z P(I,TL* 1) 7Nn,un—1Ln—2 ' Z P(I,TL*3) ol
IENS(n—1) IENS(n—3) H i

i=1

D’aprés la question 7, on a 1’égalité suivante :

10




(Lp+pn)- >, PUn-1)= > PIn)+p,- Y. Plln-1)

IENS(n—1) IENS(n) IGNSl(Z;l)
n—
LoFy
P = E P(I,n)+ pup - E P(I,n—1)— pppin—1Ln_o - E P(I,n—3) )
IENS(n) IeNSl(ZI—l) I1eNS(n-3) H i
n- i=1

D’aprés la question 6, on a ’égalité suivante :

L, > PIn-3= > PIn-2)
IENS(n—3) IENS(n—2)
n—2¢I
LoPy
Pn+1: Z P(I,Tl)‘i’ﬁhf Z P(I,nfl)*,ufnﬂn—l Z P(Ian72) ntl
IeNS(n) IeNS(n-1) IeNS(n—2) H Lbi
n—1€l n—2¢I1 i=1

D’aprés la question 5, on a 1’égalité suivante :

Hn—1 > P(I,n-2)= > P(I,n—1)
IENS(n—2) IENS(n—1)
n—2¢I1 n—1el
LoPy
Popr=| >, Pn)+p- Y, Pn-1)-—pm > Pln-1)| =
IeENS(n) IENS(n—1) IeENS(n—1) H i
n—1el n—1€l i=1
LoP,
Popi=| Y  PUn) |5
IENS(n) H i
=1

Par théoréme de récurrence, la preuve est faite.

. 60 personnes arrivent chaque heure en moyenne et 35 personnes sortent chaque demi-heure
en moyenne. Quelle est la valeur de Py ?

Correction

Avant toute chose, il faut bien calculer L; et p;. Ona p; = 2u =70 et L = A/2 = 30 (puisqu’il

y a 30 couples par heure).
—1

“+oo
En codant le calcul ci-dessus, on peut calculer Py avec | > > P(I,n—1) o

i=1 IeNS(n—1) _1:[1 Bi
On estime grossiérement avec la somme tronquée avec ses 30 premiers termes. On arrive &
peu prés & 1/6 = 0.16.
On calcule enfin Ps = 3> P(I,7) - —£o Py = 0.29/6 ~ 4.841072.

IeNS(T) IT wi
i=1

Détail intéressant, si on prend un file d’attente classique (1 arrivée a la fois) avec A = 60
et pu = 70, alors le résultat de Pg avec les deux modéles est assez similaire, la différence est
inférieure a 1072,

11



