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Pour chaque couple (u, v) de noeud choisi (k”~2)

on regarde toutes les arétes de G (au plus n"2)

qu'on compare a (u,v)

On devrait rajouter un log(n) pour dire qu'on compare des mots
de taille log(n)

Toujours cette histoire qu'on doit gérer des
identifiants de noeuds de taille log(n)
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{’ Z_ S Exemple d'instance de Set Cover: arbre couvrant de G'. Donc si G' existe alors il existe nécessairement Un arbre avecaeptes
T | arétes qui relie Y. Inversement, si un arbre est un nsousg aphe donc si un ar beTe iste, alors
un sousgraphe G' existe. Donc les deux problémes sont équivalents.
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A priori, un arbre n'est pas nécessai re. Dire "un sous- graphe de G qui relie ..." suffirait.
En effet si j'ai un sous-graphe G' qui relie Y, je peux supprimer des aretes po ur trouver un




C_ Exemple pour le pb de Steiner
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En noir, on a dessiné ce que la réduction donnée au slide suivant produirait sur I'exemple de Set Cover de la slide précédente.
En vert, on a représenté un arbre couvrant les noeuds de Y.

On voit que cet arbre a 2 propriétés intuitives :
- chaque noeuds de X (3e niveau) est relié a un noeud de S (2e niveau) par une chaine de p arétes
- chaque noeud de S qui est relié a T est un ensemble qui a été choisit dans Set Cover (d'ou la remarque a droite du dessin)

f:: 0{-)- X)V

La valeur de p est définie plus loin

dans la démonstration. Tout ce qu'on sait
pour l'instant c'est que p est
"'suffisamment grand" pour rendre les
chaines du bas trop chére pour étre toutes
sélectionnées dans la solution.



S Chéan um ¥ doy C OXIX]) 1aA
; X{/fs eé é wmﬁg Ls G OUSY /ﬂ%&*?w@;%ﬁm‘é
hen YxeS 5% ave i dloine de Tmsds O(p5)
AMUMW Rehd rdes Gkmoed S €S 6($>
L=k X]P o Oy)s dy(1x) «La(P )
Y2 Xoiad 8K

= Rpﬂzﬂmﬁ (5 Fok s g gt



My TeSy & Rpedy T A\el-IX]f

s e e | -

Tees |cleR -

CC&«M&X \}(\ ? e ﬂzz‘.a‘j:é: :

_Vse & ad RJS/\?)E)MS \ ot 4= 1 /
‘" e~ X/‘L"ﬂqgéc

VxeX Jsel dexes (MA0) | 20 25007

onndie % & S (WQLM&(W) \3(\‘/5@’_ SJWM
[ Dab veel sads dssi S S) o T, ol AMN)*‘

d



S S RDeS, =
e o 7 |
IT|<

-

— Take Y,
OJMJ \fxé‘x

3 WM— fleche vers la

slide suivant

C“M“&W” o WGLS%M' U meonds  Sommememnecesvous \/\/
J\ASA*’W{S (’awc&mnr«z')( > Oeur Moo g §A§ C ESGS/(S ﬂ.) S
i il g oy S

Dans cette partie, on dispose de T et il faut construire C ; il faut bien se rendre compte qu'en disposant de T, on dispose d'une structure puissante ("qui relie Y") et qu'il faut mettre a profit cette puissance

pour construire C.
On ne peut pas supposer de base que T ressemble a ce qui a été dessiné slide 6. On voudrait que T ressemble a ca pour pouvoir définir une solution pour Set Cover facilement mais rien ne le garanti.

On sait juste que T relie Y et que T a moins de | arétes.

La premiere étape consiste donc a montrer que, en respectant ces deux propriétés, T ressemble bien a ce qu'on a imaginé; c'est tout I'objectif de ce slide, montrer que chaque noeud x du 3e niveau
est relié avec exactement une chaine de p arétes a un noeud s du 2e niveau. (propriété rose a droite).

Une fois qu'on sait ca, on peut démontrer (au slide suivant) que le seul moyen de T de relier Y en moins de | arétes est de décrire une solution pour Set Cover.
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pour étre tout a fait exact, il existe éventuellement plus qu'une autre chaine qui relie s a plusieurs noeuds o\ }
de X dans T ; le raisonnement est exactement le méme quand on considere plusieurs noeuds. 5\% &Q_
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Description formelle de R :

- m : nombre de clauses Cj
- n: nombre de variables xi
- créer deux noeuds START et END

- pour chaque variable x_i, créer deux noeuds x_i et x_i et les relier avec un chemin bi-orienté de taille 3m + 1 noeuds, (bi-orienté = dans les 2 sens).
- On nomme dans l'ordre x_i"~1 jusque x_i~{3m + 1} les noeuds de ce chemin

-Pour chaque clause C_j, créer un noeud C_j
- si le littéral x_i est dans la j-ieme clause Cj alors relier x_i~{3j + 1} a Cj et Cj a x_i~{3j + 2}
- si le littéral x_i est dans la j-ieme clause Cj alors relier x_i~{3j + 2} a Cjet Cja x_i~{3j + 1}

- relier les noeuds x_i et x i aux noeuds x_{i + 1} etx {i+ 1}
- relier STARTa x 1etx_1

’H + X NP
sTener X_nmevxX_Na N

R se fait en temps polynomial car on crée un graphe de taille polynomiale avec O(3m * n) noeuds. Il ne peut donc y avoir plus de O((3m *n) ~2) arétes. L'instance étant uniqguement

constituee de G, R's'arrete bien en temps polynomial.

Pourquoi si la formule Phi est satisfiable alors G est hamiltonien?

Si Phi est satisfiable, il existe une affectation des variables qui rend Phi vraie.
Soita 1, a 2, ..., a_n cette affectation. a_i est la valeur VRAI ou FAUX de la variable x_i.

On peut alors parcourir G ainsi :
ari— de - START

D,
n-part de START
rtoutidelan:

ou
Si a_i est VRAI, aller en x_i et parcourir le chemin de gauche a droite, sinon aller en x x_i et le parcourir de droite a gauche

Si a_i est VRAI et que X “est e premier littéral VRAI de Cj, allerde x_i~{3j+ 1} aCjet Cja x_i™~{3j + 2}
= Si a_i est FAUX et que X_1 est le premier littéral VRAI de Cj, aller de x_i~{3j + 2} aCjet Cja x_i~{3j + 1}
- aller en END

Pulsque Ph| est satlsﬁable pour chaque clause Cj, || eX|ste un des ||tteraux de C_j qU| est vrai, donc on V|S|te bien tous les noeuds C j.
s éaalar : v

Si maintenant G est un graphe hamiltonien, montrons que Phi est satisfiable.
L'idée de la preuve est la suivante

- PROPRIETE 1 : On montre d'abord que, dans un chemin hamiltonien, pour tout i, tous les arcs qui relie x_i~{3j + 2} a x_i~{3j + 3} et x_i~{3j + 3} a x_i~{3j + 4} sont tous dans le mém
la gauche ou tous vers Ia dr0|te)

- On constrwt I' affectat|on suivante : a_i est VRAI dans Ie premler cas et FAUX dans le second cas.
- PROPRIETE 2 : On peut ensuite se servir de la propriété 1 pour montrer que si on arrive au noeud C_i depuis le chemin reliant x_i et x_i alors on est obligé d'y retourner

(on ne peut pas visiter la moitié d'un chemin de x_i a x_i puis aller sur un chemin de X_j a x_j en passant par un noeud C_i
- Ceci permet de démontrer que

== Si x_i est un littéral de C_j, alors C_j n'est visité depuis le noeud x_i~{3j + 1} que si a_i est VRAI, sinon on viendrait de la droite et on ne pourrait pas revenir (propriété 2 en défaut)
= Si x_i est un littéral de C_j, alors C_j n'est visité depuis le noeud x_i~{3j + 2} que si a_i est FAUX, sinon on viendrait de la droite et on ne pourrait pas revenir (propriété 2 en défaut)

Dans les deux cas, si C_j est visité, C_j est vrai
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en temps polynomial (définition de NP)

Cette machine et ce polynome (celui qui limite le temps
polynomial) sont spécifique au probleme Pi. Deux problémes
sont résolus par 2 machines distinctes avec des polynomes
différents.

Le "Il existe" ci-dessus signifie que, pour prouver que Pi est
Dans ce slide, on montre que Pi_7 est NP-Complet (et la suivante) en utilisant la définition originale de NP-Complet : dans NP, on a été capable de trouver M et p. Donc c'est plus
~si pour tout Pi de NP, Pi <= Pi_7 et si Pi_7 est dans NP alors Pi_7 est NP-Complet. qu'un "Il existe” mathématique, c'est vraiment "quelqu'un
1 = = nous a donné une machine et un polynome associé a Pi, que
je peux utiliser dans un algorithme, comme par exemple
une réduction polynomiale".
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Un détail important est le point 2.
Le nombre de variables est polynomial car la machine doit s'arréter avant I'instant p(x).

Donc

-t <= p(x)

- la téte de lecture ne peut écrire plus loin que la ca (x) et I p(x)

Donc le nombre de variables t de I'ordre de O(p(x 2 [S]) o S t I'ensemble des états du graphe de la machine
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