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1 Introduction

L’algorithme de Shor permet de résoudre le probleme
suivant: connaissant un entier n qui est le produit de
deux nombres premiers p et g, que valent p et ¢ 7

Résoudre ce probleme permettrait de rapidement
casser des protocoles de chiffrement a base de
décomposition en facteurs premiers, comme le proto-
cole RSA. L’existence de algorithme de Shor est donc
problématique a ce sujet. Mais pour le moment, en pra-
tique, les ordinateurs quantiques ne sont pas assez perfor-
mants pour résoudre ce probleme avec de grandes valeurs
de n.

2 Un peu d’arithmétique

Commencons par choisir un entier a au hasard entre 1 et
n—1. Si cet entier divise n alors il s’agit de p ou ¢. Plus
généralement, on a le résultat suivant:

Lemme 2.1. Si d = PGCD(n,a) # 1 alors d = p ou
d=gq.

Proof. Puisque a < n alors d # n et puisque d # 1 alors
d est un diviseur non trivial de n, donc p ou q. O

On suppose donc dans la suite que PGCD(a,n) = 1.
On dit que a est inversible dans Z/nZ, ou qu’il appartient
a ensemble Z/nZ*.

Lemme 2.2. a € Z/nZ* si et seulement s’il existe un
entier b € Z/nZ tel que ab =1 mod n.

Proof. D’apres le théoreme de Bézout, PGCD(a,n) =1
si et seulement s’il existe u et v tels que au 4+ nv = 1, si
et seulement si il existe u tel que au =1 mod n. Notre
entier b est u mod n. O

Pour trouver p et ¢ nous allons utiliser 'ordre de a.

Définition 1. L’ordre de a est le plus petit entier r tel
que a” =1 mod n.

Lemme 2.3. Cet ordre existe toujours.

Proof. En effet, il suffit d’avoir au moins un entier p pour
lequel a? = 1 mod n. On peut montrer que c’est vrai
pour p(n) = |Z/nZ*|.

Considérons P = ] =
T EL/nL*

Donc [[ az = a¥™P. Mais ce produit est aussi

TEL/nL*
égal & P. En effet, z — ax est une bijection dans Z/nZ*,
donc [ axestleproduit J] =« ollesx ont été
TEZL/nL* TEL/nL*
permutés, donc c’est le méme produit.
Ainsi a?™P = P mod n.
Puisque chaque x est inversible alors P aussi est in-
versible, P~' = ] a7 L.
TEZL/nL*
Donc a?™ =1 mod n. O

Ce dernier lemme est celui qu’on va utiliser pour trou-
ver p et gq.

Lemme 2.4. Si lordre de a est v, si v est pair, et si
a”? +1# 0 mod n, alors p = PGCD(a"/? 4+ 1,n) et
q=PGCD(a"/? —1,n).

Proof. Par définition de r, on sait que a’/2 —1 # 0
mod n. Aussi, (a”/2—1)-(a"/?+1)=a"—-1=0 mod n.

Posons z = a"/>+1lety =a/>—1. Onaxy =0
mod n, x Z0 mod n et y 0 mod n.

Supposons que PGCD(z,n) = 1, alors il existe u et v
tels que ux +vn = 1, donc y = uxy + vny, donc y = 0
mod n ce qui est exclu. Donc méme si PGCD(y,n) =
1. Donc ces deux PGCD sont différents de 1, alors ils
divisent n et on trouve alors p et q. O

On a donc algorithme (classique) suivant pour trou-
ver p et gq.
1: Boucle infinie
2: a < élément de Z/nZ au hasard
Si (PGCD(a,n) =d # 1) Renvoyer d
r 4= ordre de a
Si 7 est pair et a”/?> 4+ 1% 0 mod n Alors
: Renvoyer  PGCD(a’? + 1,n) et
PGCD(a™? —1,n)
L’algorithme de Shor va s’intéresser particulierement a

trouver r qui est un probleme pour lequel on ne connait
pas d’algorithme classique polynomial.
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3 Un peu de quantique

Pour trouver r, on va utiliser un algorithme a oracle,

Soit |p3) le gbit qu’on obtiendrait si on faisait une
mesure du 2e m-gbit apres Oy et avant F'. Si on mesure
a¥ alors

mais la porte de l'oracle sera légerement différente des

précédentes car la sortie fait plus que 1 gbit.

On pose 2™ > n?2.
suivant, avec 2m gbits en entrées.
m premiers gbits sont ceux devant les portes H.
derniers gbits sont les autres.

Le circuit de l'algorithme est le
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On reviendra sur cette porte.
Une fois l'oracle effectué, on obtient
2m—1

ZIw@Ia

Notez qu’il peut ex1ster plusmurs x tels que a”
donne la méme valeur. Soit a¥

lp2) = mod n)

est un multiple de 7.

r—1 2m—1

) ®]aY modn

lp2) = \/ﬁz Z [ )
r— y kr

3.1 Cas simple : r divise 2™

On suppose ici que r est une puissance de 2, ce qui est

trés improbable, mais cela simplifie les calculs.

Soit ¢ = %
y a exactement ¢ multiples de r inférieurs a 2™.

1S

|<P2

mod n cette valeur.
Alors le premier m-gbit vaut un z tel que a”
mod n. Donc "% =1 mod n, ce qui signifie que x —y

Puisque r divise 2™ alors ¢ est entier et il

k=0

Si z=0 mod ¢, alors z est multiple de ¢, donc 2” kz
est multiple de 2im alors ’exponentielle vaut 1. Il s aglt
donc d’une somme de ¢ fois la valeur 1.

2im g

ez )"=1 qont

Si z # 0 mod ¢, alors la somme vaut p
e 4
O

—1
le numérateur vaut 0.

En utilisant ce lemme, on obtient le résultat suivant:

—_—
1
|@4>:W > wlz) ®@]a?_mod n)
z=0
mod n 2=0 mod q
1 2™ /q—1
= =/ Y w|kq) |’ _mod n)
k=0

Ainsi, en mesurant le premier gbit, on obtient un mul-
tiple de ¢. On applique alors ’algorithme suivant
1: Si(k= O) Tout recommencer
. Calculer & k

27”,
3: Simplifier la fraction.

2
3
4: Si Le dénominateur vérifie a” =1 mod n Alors
5: Le renvoyer
6: Sinon
7 Tout recommencer

Le deuxieme Si arrive si le PGCD de k et r vaut 1. Le
dénominateur est alors nécessairement r (sinon la frac-
tion serait simplifiée).

mod n)



3.2 Comment construire F ?

Le théoréeme suivant est un résultat permettant rapide-
ment de démontrer que le circuit ci-apres est correct.

Théoréme 3.1. Posons £ = Typ—1 ... TaZg
m k—1
Flz) = ﬁ ]§1 <|O> + exp(2im - ]go 755 ) |1)>

Proof. On peut facilement montrer que Flz) =
1

m

3

(10) + exp(2im - ) |1)) en développant ce pro-

k=1

2m_1
duit et en remarquant qu’il est égal & > w®¥ ’y> On
y=0 a
m—1 .
remplace ensuite « par . ;27 pour obtenir le résultat
j=0
souhaité. O

Le circuit suivant implante cette formule de F.
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3.3 Cas difficile : r ne divise pas 2™

On pose 2™ = qr + 1" avec ¥’ > 0. On a donc w" =
gsiz=0 modgq

24

in g1
s et donc Y whr® #£ {
k=0

Mais cette égalité est vraie si z est un multiple de %
Puisque cette fraction n’est plus entiere, alors les entiers
les plus proches de cette fraction devraient donner une
somme proche de ¢. Ainsi, au lieu de mesurer un multiple
de ¢ comme dans le cas simple, on va mesurer un entier
proche d’un multiple de %

Comment retrouver r a partir de cet entier qui n’est
pas un multiple de ? mais seulement proche de celui-
ci? Soit z Pentier mesuré alors on va développer en
fraction continue.

i #e

0 sinon

2
om

Définition 2. Soit une suite (uy,),en d’entiers, alors la
fraction continue associée & cette suite est la limite de la
fraction:

1
n—-4o00o Uq —+ ﬁ
2 T L

Tr =

Un

La n'°™® fraction f, est un rationnel qui approche z.
On va ensuite utilier le résultat suivant.
Théoréme 3.2. Si |x — %‘ < ﬁ,
fractions du développement en fractions continues de x.

alors % est une des

Si z est bien l'entier le plus proche d’un multiple
de %, alors ’z— @’ < % Puisque 2™ > n? alors
S — f’ < # on peut donc appliquer le théoreme
précédent avec © = 5= et on obtient la fraction %, on
peut ensuite appliquer le méme raisonnement que pour
le cas simple.

Le développement en fraction continue se fait rapide-

ment. On obtient la fraction £ en O(log(r)?).

3.4 Probabilité de succes

Il existe de nombreux endroits ou ’algorithme échoue et
ou on doit tout recommencer. Quelle est la probabilité
de ne pas recommencer ?
e Connaissant un multiple QMT’“ de %, la probabilité
de mesurer un entier z le plus proche de g est de
2= (Source : papier original de Shor).

e Parmis tous les multiples zmTk, on en veut un ou
PGCD(k,r) = 1, donc k € Z/rZ*. Tl y a donc
o(r) = |Z/rZ*| valeurs possibles mesurées pour k
qui sont satisfaisantes.

e Donc pour mesurer un entier z plus proche multiple
de 27 dont le développement en fraction continue

donne % ou k € Z/rZ* est %

e Or, @ =0 (m). (Source : wikipedia).

On a environ une chance sur loglog(r) de tomber
sur 7.

e On recommence si r est impair ou a’/? + 1 =
0 modn. Ce cas arrive avec une probabilité
inférieure a % (Source : livre Quantum Un peu de
mathématiques pour linformatique quantique cité
dans les sources).

e L’algorithme de Shor recommence donc en moyenne
O (loglog(r)) fois avant de trouver r.

On recommence en moyenne O(loglog(r)) fois

le circuit avec m = O(log(n)) gbits

des portes H et Oy de tailles O(m)

la porte F' de taille O(m?)

la recherche de r avec les fractions continues en
O(log(r)?)

avec m = O(log(n)) et r = O(n).
Donc l'algorithme est polynomial.
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