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Exercice 1 — Changeons deux-trois trucs Dans cette exercice, on dispose

d’une fonction f telle qu’il existe un unique s < 2™ tel que f(s) = 1. On veut comprendre ce qu’il
se passe si on modifie un peu 'entrée de I’algorithme de Grover.

1. Que se passe-t-il si, au lieu de donner |0) on donne — |0) au circuit de l’algorithme de Grover?
S’approche-t-il de la solution ? Si oui, en combien d’itérations ? Si non, comment corriger
I’algorithme ?

» Correction

L’algorithme converge.
-1
Le vecteur — |0) passe dans la porte H®™. On obtient alors f% IZ::O |z).
Ce vecteur est dans le plan généré par |s) et > |z). Comme pour la version classique de
T#s

Palgorithme de Grover, ce vecteur va effectuer une rotation d’angle 6 (ou cet angle est le

méme que dans le cours : %)

Pour se rapprocher de |s), cet angle doit tourner sur un angle de m + « (o2 « est Pangle qui
sépare H®™ |0) et |s), soit Z5%).

Donc, on doit tourner |32 fois, soit environ 2%./n — 1 fois.

2. On suppose que s > 1. Mémes questions si on démarre de H®"(|0) — [1)).

» Correction

Si on démarre de ce vecteur alors, aprés passage dans la porte H®™, on obtient |0) — |1), soit

un vecteur orthogonal a |s) et Y |z). Ce vecteur est donc orthogonal au plan généré par ces
T#s

deux vecteurs.

Lorsqu’on effectue la porte Oy, le vecteur n’est pas changé. Puis, lorsqu’on effectue la

symétrie S par rapport & Y |x), le vecteur est inversé. Toutes les deux itérations, le vecteur

x
revient & sa position de départ. L’algorithme ne converge donc pas.

On peut corriger le tir, il faudrait envoyer H®"(]0) — |1)) sur |0) avant I’algorithme. 1l suffit
de mettre une porte H®" suivit d’'une porte H sur le premier gbit.

On pourrait aussi se placer dans le plan généré par |s) et |0) —|1). Mais ce n’est pas évident
si on ne connait pas s.

Exercice 2 — Amplification quantique

Soit une fonction f : {0,1}" — {0,1} telle qu’il existe un unique s tel que f(s) = 1. Soient
€ > 0 et un algorithme probabiliste A qui, avec une probabilité supérieure a &, renvoie s. On
cherche a construire un algorithme B qui renvoie s avec une probabilité supérieure a %

Partie 1. Amplification

1. (a) Soit k € N et B l'algorithme qui appelle k fois I’algorithme A. Il renvoie s si au moins
une des occurences de A a renvoyé s. Quelle est la probabilité que B renvoie s 7



» Correction

A a une probabilité inférieure & 1 — ¢ de ne pas renvoyer s. Donc B a une probabilité
inférieure a (1 — €)¥ de ne pas renvoyer s. Celle de renvoyer s est donc au moins
1—(1—e)k.

(b) En déduire la valeur de k nécessaire pour que cette probabilité dépasse 2

g .
» Correction

Il faut que
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2. On dipose maintenant d’un circuit quantique QA de A. Cet algorithme a la propriété suiv-
27 —1
ante: QA|Q) renvoie Y. a,|z). On suppose a, € RT. Enfin, on suppose |as|? > . On
z=0
suppose as et € petits.

(a) Quelle est la probabilité qu’on mesure s a l'issue de ce circuit?

» Correction
La probabilité est |as|? > €.
(b) Quel est angle entre le vecteur QA |0) et > a, |z) ?
T#S
» Correction

Le sinus de cet angle est le produit scalaire de QA |0) et de |s) divisé par les normes des
27 —1

deux vecteurs, ici 1. Puisque QA|0) = > a |z), on obtient donc as > /2.
=0

Si on suppose I'angle petit puisque as est petit, donc I’angle vaut environ a.
(¢) Quel est I'angle entre le vecteur QA |0) et |s) ?

» Correction
On obtient 7/2 moins 'angle précédent, soit § —as < § — /e

(d) Que fait le circuit suivant ou Sy est la symétrie par rapport a [0)?

z){ | QAT [ [So || QA




» Correction

Le circuit effectue une symeétrie par rapport a QA |0).

(e) Proposez un circuit qui permet de mesurer I’état cible avec une probabilité au moins 2.

3
Combien de fois I'algorithme QA est appelé par ce circuit ?

» Correction
Le circuit construit QA |0), puis appelle un certain nombre de fois la porte O suivie du
circuit précédent. A chaque fois, QA est appelée deux fois.

La porte Oy va effectuer une symétrie par rapport »_ a, |z) et la porte S par rapport
T#S
QA|0). Ces deux symétries effectuent une rotation d’angle au moins 24/ dans le plan

généré par |s) et > a, |z).
TF#S

Le nombre d’itérations pour atteindre % consiste a atteindre un angle de 7/3. Il faut
donc au moins

(§ = VE)/2VE itérations, soit environ 52,

Partie 2. Collision

On supposera que 'amplification précédente fonctionne également si s n’est pas unique.

On dispose d’une fonction H : 0,1™ — 0,1™. On cherche x et y tels que H(x) = H(y) et x # y
(on dit qu’il y a collision). On suppose que, pour tout z, il existe une collision avec au moins un
autre y.

On fixe un entier k. On applique 'algorithme suivant:

o Evaluer et trier H(x) pour z < k.
e Vérifier s’il y a collision.

e Sinon, choisir y entre k et 2" — 1 et répondre OUI si H(y) = H(z) pour z < k.

1. Quelle est la probabilité de succés de cet algorithme?

» Correction

Il est de 'ordre de ﬁ > £ i la collision n’apparait pas dans les k premiéres valeurs (et

2TL
1 si c’est le cas).

2. Proposez un algorithme quantique qui trouve une collision avec une forte probabilité en

O(¥/27) appels & H.

» Correction

Posons € = 2ﬁ

Avec I'algorithme précédent, on peut amplifier cette probabilité jusqu’a % en O(ﬁ) itérations
de Grover.

On a donc un algorithme en O(k + /2" /k) appels & H. Choisissons maintenant k = +/27,
alors cet algorithme effectue O(v/2" + (/27/v/2") = O(V/2" + \3/2"2/2”) = O(V2" +
V2m\/1/27) = O(3/2").



Exercice 3 — Exemple d’exécution de l’algorithme de Shor
Quelles sont les exécutions possibles de 'algorithme de Shor quand on cherche a factoriser 91 ?

» Correction

Notez que la plupart des calculs ne peuvent se faire & la main. Mais les poser sur le papier
permet de mieux comprendre et retenir le fonctionnement de ’algorithme. Vous étes invités a faire
de méme avec une autre exécution aléatoire de 1’algo.

On cherche a factoriser n = 91. On cherche donc p et ¢ deux diviseurs premiers de 91, ici il
s’agit de p =T et ¢ = 13.

e On commence par chercher un entier a au hasard entre 1 et n — 1. Disons qu’on trouve
a = 23. On vérifie si a est premier avec n. S’il n’est pas premier, leur PGCD donnera p ou
q. Le nombre 23 est bien premier avec 91 car 23 est premier et qu’il n’est pas un diviseur de
91.

e On va utiliser un algorithme quantique pour calculer 'ordre r de a c’est a dire le plus petit
entier r tel que a” =1 mod n. Vu que n est petit, on peut le faire par énumération totale
ici:

) 1 2 3 4 5 6
at 23 529 12167 279841 6436343 148035889
a* modn | 23 74 64 16 4 1

On devrait donc trouver r = 6.

e Puisque l'ordre est pair, on vérifie si a’/2 +1 % 0 mod n ; soit a® + 1 = 12168 = 65
mod n # 0 mod n. D’aprés le cours, le pged de n avec a’/2 + 1 ou a”/? — 1 donne 7 et 13.

C’est bien le cas ici, PGCD(91,12168) = 13 et PGC'D(91,12166) = 7.

e Il reste donc pour l'algorithme & trouver r sans méthode brute force.

On exécute le circuit quantique suivant avec m vérifiant 2™ > n?2.
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Puisque 912 = 8281, alors on peut prendre m = 14 car 2™ = 16384. On a donc un circuit
avec 28 gbits.

Lorsqu’on passe ’entrée dans les portes H et la porte O, on obtient

16383

1
= — z) ® |23*  mod 91
o2 = i 2 4@ 28 med o)



Puisque 23% = 1 mod 91 alors on a 6 valeurs possibles pour 23 mod 91 qui sont les 6
valeurs du tableau donné plus haut: 23,74,64,16,4 et 1.
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On retrouve la forme

r—1 2m—1
) ®|a¥ modn
|p2) = \/QEZEE: ;E: |a¥ )
z—y=kr
On note qu’il y a 6 groupes de gbits et que 4 d’entres eux possédent un élément de plus dans

la parenthése. Cela s’explique car r = 6 ne divise pas 2™ = 16384. On a donc 16384 éléments
répartis dans 6 groupes, ces groups ne sont nécessairement pas de la méme taille.

Dans les 4 premiers groupes (associés & [1),]23) , |74) et |64)) il y a [16284] = 2731 ¢léments.



Dans les 2 autres groupes (associés a [16) et [4)) il y a [16234] = 2730 éléments. Cette
distinction n’apparait pas si r divise 2™.

e On fait une mesure partielle du 2e m-qbit. On peut trouver toutes les valeurs possibles de
ce gbits: 1,23,74,64,16 et 4. Disons qu’on trouve 74. Notre premier m-gbit, intriqué avec
le second, devient alors
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Notez la normalisation du gbit qui change la constante devant le gbit. Reconsidérons donc
qu’on a mesuré 74 et non 4.
2™ _1 1638

3 .
e On passe le gbit dans la porte F®Id. Pour rappel F |z) = \/% Zo W |z) = \/ﬁ ) e2imez/16384 | )
z=
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On obtient donc le gbit suivant
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On le met sous la forme

2m 1 q
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(attention, différence notable avec le cours : la somme de k va jusqu’a ¢ = |2™/r] et non
q — 1 puisqu’il y a ¢ + 1 éléments dans le paquet ; puisque, encore une fois r ne divise pas
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On fait ensuite une mesure de z. Il faut donc estimer la mesure. Dans le cours, il est dit
que les z les plus proches de multiples de 27 devraient sortir avec une plus forte probabilité.
Mesurons cette probabilité autours de ces multiples :

k
k-2m/r

0 1 2 3 4 5
0 2730.66 5461.33 8192 10922.66 13653.33

2

2730
ik 1 2im-k-6-2/16384 | ,2im22/16384
La probabilité de mesurer z est ’ v (kzo e ) e

z 0 1 2729 2730 2731 2732 5460 5461 5462 5463
Mesure | 0.16 2e-9  0.005 0.028 0.11  0.007 0.007 0.11 0.028 0.005
z 8191 8192 8193 10921 10922 10923 10924

Mesure 2e-9 0.16 2e-9 0.004 0.028 0.11 0.007
z 13652 13653 13654 13655
Mesure | 0.007 0.11 0.028 0.004

On observe une régularité dans les probabilités qui dépend de la proximité avec les multiples
de 2™/r. Il y a environ 76% de chance de mesurer une des 7 valeurs les plus proches de
ces multiples. Les autres probabilités sont trés petites mais assez nombreuses pour cumuler
environ 24%.

Supposons que la mesure de z donne 0; dans ce cas, on recommence le circuit quantique.



e Supposons maintenant que z donne 8192. Divisons z par 2™.

z 8192 1

2m 16384 2

On obtient directement un développement en fraction continue. Malheureusement le dénom-
inateur est 2. Et on peut aisément vérifier que r # 2. En effet 232 # 1 mod 91. On doit
donc recommencer le circuit quantique.

e Supposons qu’on mesure z = 2732.

z 2732 1
2m 16384 54+ —L1

1+ —L
Jr3404—%

On obtient un développement en fraction continue non trivial. On calcule les termes du
développement. On prend ensuite la derniére fraction oul le dénominateur est plus petit que
n = 91. Note : le développement en fraction continue n’est pas au programme du cours car
on est vite passé dessus, mais il me semblait intéressant de détailler comment procéder. Le
cours dit que la fraction qu’on va obtenir est k/r ol k est tel que 2732 est proche du multiple
k2™ /r. Donc ici k = 1 (puisque 2732 est proche de 2730.66. Donc on devrait voir 1 / 6
apparaitre.)

1_1
5 5
L1
5+1 6
1 341
— =
54+ —— 2045
1 683 2732
. — —
5+ ——— — 4096 ~ 16384

La fraction & considérer est bien % comme prévu. Attention : notez qu’on pouvait deviner

qu’on allait tomber sur % uniquement parce qu’on connait r dans cet exemple. Mais si on
n’a aucune connaissance préalable sur r (ce qui est supposé sinon on n’exécuterait pas cet

algorithme), on ne pouvait pas connaitre cette fraction en avance.

Le dénominateur est 6. On peut constater que 23° = 1 mod 91. Donc 6 est bien 'ordre de
23. On termine 'algorithme en exchibant p et ¢ comme expliqué au début.

e Supposons enfin qu’on mesure un autre entier loin des multiples de 2™ /r, par exemple 3330.

z 3330 1

2m 16384 4+ L

1+ n—L




Les termes successifs sont

1 1
4 4
1 1
1+17 5
1
112
— =
4 4+ = 59
1 13
4+ = 64
1 25
. _ 2
44 1+11+1% 123
1+
1 313
4+ o L 1540
1+ —
+1+T12
1 338
- -
4+ e 1663
1+1+TI}F%
1 1665 3330
4+ L 8192 16384
11 *171
+1+?2+717
1+

La derniére fraction ou le dénominateur est plus petit que n est 13/64. On peut constater
que le dénominateur n’est pas r puisque a” = 2354 = 16 mod 91.



